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1. Bevezetés

Az elmult évszazad végén rohamos fejlédésnek indult szamitastechnika, és
ezen bellil is az asztali szamitdgépeink robbandsszerl szamitdsi kapacitas-
novekedése lehet6vé teszi, hogy ma mar akdr az otthonainkban is képesek
legylink olyan 0Osszetett numerikus szamitdsok elvégzésére, amelyekre
korabban csak az erre a célra fejlesztett célhardverek voltak képesek. Emiatt
az elmult évtizedben a miszaki tudomanyok teriletén jelent6sen megnétt
az un. ,numerikus szimulaci6” szerepe, (emellett persze taldlunk nem
mUszaki alkalmazasra is szamos példat, de azok nem képezik jelen témank
szerves részét).

Numerikus szimulacié alatt a tovabbiakban a fizikai jelenségeket leird
differencial egyenletrendszerek numerikus kozelit6 megoldasat értjuk. A
teljesség igénye nélkiil néhany Iényeges alkalmazas:

e termodinamikai rendszerek vizsgalata,

e dramlastani problémak vizsgélata,

e mechanikai és termo-mechanikai problémak elemzése,
o elektromagneses szamitasok,

e villamos hdlézatanalizis,

e élettartam modellek és megbizhatésagi vizsgalatok.

A fent felsorolt problémak szinte mindegyikére igaz, hogy az Gket leird
differencialegyenlet rendszerek analitikus megolddsa altaldban nem létezik,
vagy ha esetleg mégis el6allithatd (szinte kizdrdlag csak a legegyszer(bb
esetekben), akkor az el6allitdas és megoldas nehézkes, mivel olyan mély

matematikai ismereteket igényel, amelyek egy mérnoktél nem varhatdk el.

Ezzel szemben az emlitett differencialegyenlet rendszerek numerikus
kozelit6 megolddsa 4altaldban konnyedén el6allithatd és megoldhatd,
azonban a numerikus megoldas esetén is meriilnek fel problémak:

1. Mennyire jé a kozelités, amit alkalmaztunk, azaz mennyire felel meg
a kapott eredmény a valésagnak?

2. Elvart id6n belll eredményre jutunk-e, azaz mennyi id6t és energiat
(szamitasi kapacitast) kell fektetiink az eredmény elérésébe?



3. A fenti két kérdés hogyan fligg egymastdl, azaz ha tobb id6t és
energiat szanunk egy probléma megoldasara, akkor vajon milyen
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mértékben ,javul” a megolddsunk?

A tématerilet ,szépségéhez” tartozik, hogy a fent definidlt kérdések nem
mindegyikére adhaté egyértelm( vdlasz, vagy legalabb is csak jol
korilhatarolt peremfeltételek mellett.

A numerikus szimulacidkra altaldnos feltételek mellett elmondhatd, hogy a
kozelités hibajanak szamitasa implicit marad, igy a szamitott eredmény csak
kisérleti uton ellenérizhet6. Mivel a numerikus szamitasok a legnagyobb
mértékben memdria és kozponti aritmetikai egység fliggbek, igy a 2.
pontban megfogalmazott kérdésre konnyebb vdlaszt adni, de meg kell
jegyezni, hogy itt is jelentds eltérések lehetnek az alkalmazott szimuldcios
szoftverek és akar az operacios rendszerek kozott is.

A numerikus szimuldciok leggyakrabban felmeriilé kérdése (és egyben a
téma aktivan kutatott teriilete), hogy vajon érdemes-e a modelliink
komplexitasat (és ezzel a szamitasi id6t) névelni, hogy a szamitott eredmény
pontosabb legyen? Milyen a komplexitast nem, vagy csak csekély mértékben
novel6 moédszerek |éteznek a jobb eredmény elérése érdekében?

A fent tdargyalt problémdkkal ma mar az ,atlag felhaszndlék” nem s
feltétlentil taldlkoznak, mivel olyan magas szintl szimulaciés szoftver
rendszerek allnak a rendelkezésiinkre, amelyek a fenti terheket részben vagy
egészben leveszik a felhasznalé vallarél. A terlilet mai trendje a
legrovidebben igy foglalhatd Ossze: ,olyan intelligens szoftvercsomagokat
kell el6allitani, amelyek a numerikus szimulaciék mélyebb ismerete nélkil is
képessé tesznek minél tobb felhasznaléot megfelel6 eredmények gyors és
egyszer(i elérésére”. A dolog mogott egyébként nem titkolt gazdasagi
érdekek is huzédnak.

Ezzel szemben a Technoldgiai Folyamatmodellezés c. targy célja olyan
gyakorlatban hasznalhaté tudas atadadsa a hallgatdknak, amely az el6z6
bekezdésben targyaltakon tulmutat, és megfelel6 bazist képez az
elektronikai technolégidban leggyakrabban el6forduld fizikai, kémiai, fizikai-



kémiai, elektrokémiai jelenségek modellezésének és szimuldcidjanak
terliletén. Ezen kiviil megismerteti a hallgatokkal a modellezés és szimulacio
matematikai alapjait, torténetét és kapcsolatat a természetes emberi
gondolkodassal, ezaltal fejlesztve a modellalkotdsi és elvonatkoztatasi
képességet. Az elektronikai iparbdl vett szemléltetdé példak segitségével
bemutatja a kilonboz6 természeti jelenségek megjelenését a kiilonféle
technoldgiakban, ezdltal a koradbban elsajatitott elméleti tudds jobb
megértését és elmélyitését teszi lehetévé. Valds modellezési problémak
targyaldsan keresztil fejleszti a hallgatdk probléma-megolddsi készségét. A
hallgaték ezen keresztiil elsajatitjdk az elektronikai gydrtasban el6fordulé
problémdak megoldasat és kezelését.

A tantdrgyat teljesit6 hallgatok az aldbbi terileten szereznek tudast és
jartassagot:

e modellezés és szimuldcié alapvetd fogalmai és céljai,

e amodellek csoportositasa és a szimulacidk tipusai,

e atermészeti jelenségek fizikai alapjai,

e anumerikus médszerek matematikai alapjai,

e a modern célszoftverek alkalmazasa,

e az elektronikai technoldgidban el6forduld fizikai, kémiai jelenségek
modelljének felallitasa,

e a szimulaciés eredmények felhasznaldsa a problémamegoldasban és
paraméterek optimalizalasaban.



2. Modellezés és szimulacio alapjai

Barmilyen fejlett is a mai szdmitdstechnika, — a nagyon egyszer( dolgoktol
eltekintve — még 4dltalaban képtelenek vagyunk a vizsgdlt dolgot a teljes
létez6 valdjaban elemezni. Igy rakényszeriilink arra, hogy a modellezés
soran a vizsgalt jelenségek bizonyos tulajdonsagait elhanyagoljuk, és csak a
vizsgalat szempontjabdl [ényeges tulajdonsagokra koncentrdljunk.

Mindezek alapjan a modellezéssel kapcsolatos alapfogalmak kozil az elsé és
legfontosabb az absztrakcié. Az értelmez6 szétar szerint az absztrakciéd nem
mas, mint: elvonatkoztatds, elvonds, lényeges tulajdonsagok kiemelése,
elkiilonitése. A modellalkotds soran minden esetben az elsé lépés az
absztrakcio, amely soran a vizsgdlt dolgot vagy jelenséget tekintve
elvonatkoztatunk azon tulajdonsagoktdl, melyek a vizsgalat szempontjabdl
lényegtelenek, és csak azon kiemelt tulajdonsdgokat vessziik figyelembe,
amelyek a vizsgalat szempontjabdl jelentGsek.

Az 2.1. abrdn az absztrakcié legelsé és a mai napig is divatos megjelenési
formajdara lathatunk példat, ami a rajzolds.

Valésag Absztrakcid

-
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2.1 abra — Absztrakecio.

A példankon maris feltlintettlik az absztrakcié egyik legelsé és legfontosabb
problémajat, miszerint az absztrakcié elkésziilése felé vezet6 irany bar



szubjektiv, de egyértelmd, addig vajon minden esetben kdvetkeztethetiink-e
az absztrakciobdl a leirt jelenességre vagy targyra?

A valasz természetesen nem, ha az absztrakcid sordn tul sok vagy tul
Iényeges tulajdonsagokat hagyunk el, vagy nem a megfeleld tulajdonsagokat
emeljik ki, akkor a modelliink egydltaldn nem (vagy csak részben) fogja
leirni a vizsgdlt targyat vagy jelenséget. Kovetkezésképpen a modellezés
soran sok minden mar a kezdetekkor elddl, a végeredmény szempontjabdl
nagyon lényeges a modell alkotdjanak absztrakcids képessége. Csak ugy,
mint egy fest6 esetében a fest6i gyakorlat, a modellezési gyakorlat is
fejleszthetd és altalaban senkinek sem velesziiletett tulajdonsaga.
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2.2. dbra — Absztrakcidk a mérnoki gyakorlatban.

Az absztrakcidk megjelenési formai igen valtozatosak lehetnek, a 2.2. dbrdn
a mérnoki gyakorlathoz kozelebb allé példak lathatdak, ami egy mérleg
mechanikai absztrakcidja, valamint egy vegyi folyamat képletekkel torténd
leirasa.



Osszefoglalva elmondhatd, hogy az ember képes az érzékelést, észlelést
meghaladd maddon is értelmezni a vilagot, az altala alkotott absztrakcidk
segitségével ki tudja deriteni a jelenségeket meghatarozé szabdlyokat, és a
szabalyok alkalmazdsdval Uj, sokszor absztrakt, elvont vildgot képes
felépiteni, amely addig van érvényben, amig van, aki ezeket az
absztrakciokat értelmezni képes [2.1].

Az absztrakcidk targyaldsa utan a modell fogalma a kovetkezéképpen
definidlhaté: A modell egy tetszéleges entitds egyszerlsitett formdja
(alakja). A modell az entitds vizsgdlni kivdnt jellegét tartalmazza — és csak
azt tartalmazza — olyan formdban, amely az adott eszkézeinkkel, az adott
szempontbdl vizsgdlhato.

A modellek teljesitik a kovetkezd kdvetelményeket:

e amodell egy entitdshoz kapcsolodik,

e a modell egy adott feladat megolddsdra és egy adott cél elérésére
alkalmas,

e amodell az entitds egyszer(sitése,

e az entitas tetsz6leges, akdr nem létez6 is lehet.

Mivel a fentiek alapjan a modell hasonlé a modellezetthez, ezért a modell a
modellezettel hasonldsagi relacidban all. A hasonldsagi relacid ekvivalenvcia
relacio, tehat:

1. reflexiv (automorfizmus), 6hmagat 6nmagaba képezile,
szimmetrikus (a modellezett és a modell tulajdonsagaibdl a masikra
kovetkeztetéseket lehet levonni),

3. tranzitiv (pl. ha a modellt tovabb egyszerisitjik, akkor is a
modellezett modellje kell, hogy maradjon).

A fentieket a 2.3. abran grafikusan is szemléltetjik.



2.3. dbra — Az ekvivalencia relacidk grafikai szemléltetése

A kulonféle céld modellek csoportositdsdra szamos megoldds létezik, a

kovetkez6kben ezeket vessziik sorra. Az egyik legelterjedtebb szempont a

modell funkcidja szerinti csoportositas. A modell funkcidja (a modellezés

célja) lehet példaul a modellezett:

mUkodésének, felépitésének szemléltetése,

megtervezése és szintézise,

teljesitmény (teljesit6képesség) vizsgalata,

paraméterei hatdsanak vizsgalata,

mUikodésével kapcsolatos  elGirdasok  megvaldsithatésaganak
vizsgalata,

mUikodésével kapcsolatos probléma megoldasa,

vizsgalatadhoz sziikséges tesztvektorok generaldsa,

m(ikédésének optimalizalasa,

megvaldsithatdsaganak vizsgalata (pl. technolégiai szempontbdl),
stb...

A feladat jellege alapjan a modell lehet:

direkt (kimenet ismeretlen),
indirekt (bemenet ismeretlen),
induktiv (modell ismeretlen).



A modellezett rendszer alapjan (amit modelleziink) a modell lehet: fizikai,
informatikai, termelési, stb. A modell hasonlésdganak szempontja (miben
hasonlit a modellezettre) alapjan: szerkezeti, mikodési, formai, stb. A
modell tipusa (mivel modelleziink) alapjan megkiilonboztetlink:

e gondolati, azon beliil: fogalmi (pl. gondolatkisérlet), jelképes (empiria
adatait és feladatait jelrendszerben fogalmazza meg);

e anyagi, azon belll: geometriai (makett), természetes és matematikai
modelleket, amelyeken belll elérkeziink a szamunkra legfontosabb
elektromos, termikus, stb alcsoportokhoz.

A Technoldgiai folyamatmodellezés targy keretén belil mi leginkabb az an.
matematikai modellekkel foglalkozunk. A matematikai modell: a vizsgalt
rendszerben lejatszédd jelenség, folyamat, a vizsgalat szempontjabdl
lényeges tulajdonsagai kozotti 6sszefliggések matematikai megfogalmazasa.
A matematika szimbélumrendszerén keresztiil teremt kapcsolatot a vizsgalt
rendszer be- és kimend jellemzd8i k6zott (2.4. dbra).

bemenetek kimenetek
—- —
| Rendszer —
—) —

x(7) ¥(0) = flx().1)

—— p——
—- p—-

2.4. dbra — A matematikai modell.

Ezek részei: a matematikai objektumok és relaciok. A matematikai modell
megalkotdsa sordn a fizikai objektumokat matematikai objektumokka, mig a
fizikai kapcsolatokat matematikai relaciokka alakitjuk. A 2.5. abran egy
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kondenzator ellendlldson keresztiil torténé feltoltés fizikai jelenségét
alakitjuk matematikai modellé.

du U
—+
dt

2.5. dbra — A matematikai modellalkotas.

A matematikai modelleket és azok megoldasi lehetdségeit elsésorban a
benniik alkalmazott matematikai valtozok hatarozzak meg, ezért a
matematikai modelleket altaldban a bennik el6fordulé valtozok
tulajdonsagai szerint csoportositjuk. Ennek megfelel6éen a matematikai
modell lehet:

e statikus vagy dinamikus (allandé vagy valtozd),

e id6 invarians vagy varians (id6fligg6 vagy id6ben allandd),
e linearis vagy nemlinearis,

e diszkrét vagy folytonos,

e id6- vagy eseményvezérelt,

o determinisztikus vagy sztochasztikus.

A kovetkez6kben a fentiekben targyaltak illusztralasara egy egyszerd, Galileo
Galilei altal alkotott matematikai modellt mutatunk be annak a fizikai
jelenségnek a vizsgalatdra, hogy hogyan vdltozik egy test sebessége
szabadesés kézben. A természetben az egyenletesen valtozé mozgas a
lehet6 legegyszerlbb torvényszerliség szerint megy végbe: a sebesség
azonos idGtartomanyban mindig azonos mértékkel novekszik. Galilei rajott
arra, hogy ez a kijelentés ekvivalens azzal, hogy a sebesség azonos utak
megtétele utan azonos mértékkel novekszik. Lassuk, hogyan igazolta
felvetését!
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Tekintve, hogy akkor még nem volt lehetséges a pillanatnyi sebesség
mérése, ezért Galilei felirta a test altal megtett utat az id6 fliggvényében,
mert a test pillanatnyi sebessége ardnyos a szabadesésben toltott id6vel:

v=a-t (2.1)

a-t

Vo =—=— (2.2)

N <

igy a test altal megtett Ut a szabadesés kdzben:

a't 1 2

S=V t=—-t=—-a-t 2.2
k > > (2.2)

Galileo megfigyelése:

S

t_z_

= konst. (2.3)

N |

A megfigyelés igazolhaté egy egyszerd kisérlettel (2.6. dbra):

S_5_ 2.4
¢ 24

2.6. dbra — Galilei elméletének ellenérzése.

Osszefoglalva Galilei mddszerét a matematikai modellalkotds a kévetkezé f§
fazisokra bonthato:

1. Afogalmak tisztdzasa (egyenletesen valtozé mozgas),
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Hipotézis feldllitasa a jelenség varhato lefolydsdra vonatkozdan,
A hipotézisb6l matematikai Uton olyan 6sszefliggés levezetése,
amely kisérlettel igazolhato,

4. Az elmélet ellenérzése kisérlettel.

Galileo érdemeit nem csokkentendd, de a gyakorlatban ma mar jéval
szofisztikdltabb matematika modellalkotasi eljardsok is léteznek.
Napjainkban a matematikai modellek megalkotasa soran a kdvetkezé harom
modszer egyikét alkalmazzuk.

1. White-box, azaz ,fehér doboz” eljards, amely fizikai megfontoldsokra,
torvényszerlségekre tdmaszkodik. Azt feltételezi, hogy a vizsgdlt jelenséget
és annak ,mozgaté okat” 100%-os mértékben ismerjik. igy az alkalmazott
modell paramétereinek mindig valds fizikai tartalma van, emiatt a modell
felépitése altaldban rendkiviil komplex és hosszadalmas.

2. Black-box, azaz ,fekete doboz” eljaras, amely kisérletekre, mérésekre
tdmaszkodik (pl. atmeneti fliggvény). Azt feltételezi, hogy a vizsgalt
jelenséget és annak ,mozgaté okat” egyaltalan nem vagy csak kis mértékben
ismerjiik. Igy az alkalmazott modell paramétereinek valds fizikai tartalma
nincs, és ezért a modell felépitése egyszerd.

3. Gray-box, azaz ,sziirke doboz” eljards, amely a két fenti moddszer
kombinacidja. Azt feltételezi, hogy a vizsgdlt jelenséget és annak ,,mozgatd
okat” kdzepes mértékben ismerjiik. igy az alkalmazott modell paraméterei
egy részének van valds fizikai tartalma, mig mas részének nincs (pl.
tapasztalati uton megfigyelt korrekciés faktorok). A gyakorlatban ez a
legelterjedtebb.

A 2.7. abran a matematikai modell el6allitdsanak egy lehetséges sémaija
l[athatd. A probléma felismerését6l és megfogalmazasatdl a modellig haladé
f6dg mellett a munka sordn megjelennek a mellékagak. Ezek kozil
kiemelendé az un. ,sajat tapasztalatok” felhasznalasa, - ahogy erre mar
kordbban utaltunk — a megalkotott modell alkalmazhatdsagat és
hatékonysagat nagymértékben befolydsolja a készit6 ,modellezési”
tapasztalata. Lényeges pont tovabba az ,ismert” és ,ismeretlen” részletek
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pontos szétvalasztdsa, majd az ,ismeretlen” részletek megfelel6en
alatamasztott kisérletekkel torténd meghatarozasa.

Fontos még kiemelni, hogy a ,,megoldas algoritmusa”, azaz a szakzsargonban
a matematikai modell ,kdédoldasa” egy a modellalkotastél definiten
elkiilonilé folyamat. Alapvet6en hibas az a modellkoncepcid, amikor a
modellalkotds a kddoldssal indul, kiforrott koncepcié nélkal!

O\

2.7. dbra — A matematikai modell elGalitasdnak egy lehetséges sémadja.

Eddigiekben csak a matematikai modellnek, mint elméleti tervnek a
megalkotdsardl beszéltlink, a tovabbiakban ratériink a matematikai modell
megolddsara, mas néven a szimulacid fogalmi korére.

A szimulaciét a kovetkezGképpen definidlhatjuk:

e egy adott probléma megolddsdra feldllitott matematikai modell
felhasznaldsa a vizsgalt jelenség vagy rendszer megismerése
érdekében,

e a szimulacié sordn az adott rendszer bemenetén megjelené
valtozoknak, valamint a belsé paramétereknek a rendszer kimend
paramétereire gyakorolt hatdsait elemezhetjiik,

e aszimulacié ,bemenete” az — ellen6rzott — modell.
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A 2.8 dbran a matematikai modell megoldasanak lehetséges folyamatai
lathatdk. A korabban targyalt analitikus és numerikus megoldas mellett a
matematikai modellek akar kisérleti aton is megoldhaték, bar a mddszer
nem elterjedt az alkalmazandd hasonldsagi transzformacidok nehézségei
miatt.

-
| STOP — elensrsa pakortban

2.8. dbra — A matematikai modell megolddsanak lehetséges folyamatai.

Barmelyik megolddsi mddszert is valasztjuk, Iényeges, hogy a végeredményt
a gyakorlatban mindig ellenérizni kell, valamint becslést kell adni a szamitasi
vagy mérési hibara. A tovabbiakban a numerikus megolddsra koncentralunk.
Numerikus szimulacidk esetén a modellalkotds és a modell megolddsanak f6
|épései a 2.9 dbran lathaté mdédon kapcsoldédnak dssze.

A vizsgalandd rendszer vagy jelenség elemzése utdn megsziiletik az elvi
matematikai modell, amely a megoldas algoritmizaldsa utan egy
szamitégépes modellben oIt testet, ami a szimuldlja a rendszeriink
viselkedését. A harom f6 blokk kozott ,oda-vissza” iranyd ellenGrzési
koroket kell elvégeznink. A szamitott eredményeket validdlni, azaz
ellenérizni kell a vizsgdlt rendszer valés mikodése alapjan. Ennek
eredményébdl kiindulva az elvi modell korrigdlhaté, ami alapjan a
szamitégépes modell is felllvizsgalhaté.
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2.9. dbra — A matematikai modell megolddsanak lehetséges folyamatai.

Amig egy probléma felismerésétél eljutunk annak modelljéig, szdmos hibat
véthetilink. A 2.10. abran ezen hibak kozul emeltiik ki a leglényegesebbeket a

hiba esetleges el6forduldsdanak helyével egyitt, elvi és gyakorlati
megkozelités esetére is.

Hibas megfogalmazéas

Logikai hibak Logikai hibak
Torvények Mérési hibak
helytelen alkalmazasa
Kvantalasi
Helytelen altalanositas hiba

Lényegestényez8

. Mddszertani hiba
elhagyasa

2.10. abra — Kiemelt hibalehetdségek.

Ahogy az a 2.10 abran lathatd, gyakorlati megkozelités esetén leginkabb az
alkalmazott mUszereink okozhatnak problémat, mig elvi vizsgalat esetén a
modellalkoté hidanyos fizikai — matematikai tudasa.
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A kovetkez6kben az eddigiekben ismertetett modellalkotasi algoritmust
prezentaljuk egy gyakorlati példan keresztil, amely témaja a vastagréteg
ellendllds fesziiltség és dram viszonyainak modellezése.

Megfogalmazas (2.7 4bra): Vékony vezetében kialakulé &ram- és
fesziltségviszonyok (staciondrius) leirasa.

Feltételek (2.7 dabra): Az ellenalldsra adott aramot kényszeritiink, adott
kornyezetei paraméterek és geometria mellett.

Ismert részletek (2.7 abra):

e Ohm-térvény: J=0-E
e Maxwell-egyenletek,

e héterjedés: Qg =AF-gradT , Q.. =y F(Tt

Qrad :8'0'T4

test

T

est k('jrny) ,
e termo-mechanika: T =C-S
e termo-rezisztivitas: p(T) =P, -(1+ aAT)
A
e piezorezisztivitas: 2P n T
yo,
e potencialszamitas: AV = —I E-dl

Az egyes egyenletek mogottes tartalmat kés6bb részletezzik, (a példa
szempontjabdl most nem Iényegesek.)

Ismeretlen részletek (az egyes allanddk):

e hdéterjedési (A, aN, o),
e termomechanikai (c),
e termorezisztiv (a),
e piezorezisztiv (m),

Az allanddk meghatdrozasa elemzés és kisérlet utjan (Id. 2.7 abra).
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Terv (2.7 dbra): a Maxwell-egyenletek és a potencidl definiciéja alapjan a
potencial felirdsa a hossz fliggvényében.

Kiemelés és elhanyagolas (2.7 abra): sarkok hatdsa, h6mérsékletfliggés, stb.

A kész modell (2.7 dbra): J =0 -E és AV =—IE-d| , az eredmények a 2.11

abran lathatok.

Boundary: Electric potential [V] Max: 1.00

Min: 0

Boundary: Total current density, norm [A/m] Max: 2.30e9

x10°

1.5

0.5

Min: 1.579e4

2.11. abra — A vastagréteg ellenallas fesziltség és aram viszonyai.
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A 2. fejezet zarasaként, a 2.12. abran 6sszefoglaltuk az elektronikus eszk6zok

kapcsan leggyakrabban felmeriilé szimulacids lehet&ségeket, amelyeket a

kovetkezé fejezetekben részletesen ismertetiink.

Termomechanikus

Termikus Elektromagneses

—]

Mechanikai Megbizhatosagi
> b » e e w w

Aramkori Egyéb

g

2.12. dbra — A modellezés szerepe az elektronikai technoldgidban.

A 2. fejezet ellen6rzé kérdései:

NoE

Noukew

Definialja a modell és az absztrakcié fogalmat!

Csoportositsa a modelleket a kbvetkezd szempontok szerint: funkcio,
a feladat jellege, a modellezett rendszer, a modell tipusa.

Definialja a matematikai modell fogalmat!

Mi a harom legf6bb matematikai modellalkotasi modszer/elv?
Milyen hibdkat véthetiink egy modell megalkotdsa soran?

Adjon sémat egy valés probléma modelljének létrehozasara!
Ismertesse az elektronikai technoldgia teriletén el6forduld
legfontosabb modellezési feladatokat!
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3. Fizikai alapok

Ahogy a 2. fejezetben mar targyaltuk, a megfelel6 matematikai modellek
létrehozdsdhoz elengedhetetlen a modellezett jelenség fizikai hatterének
pontos ismerete, ezért a 3. fejezetben bemutatjuk az elektronikai
technoldgia szempontjabdl leglényegesebb fizikai folyamatokat és azok
matematikai leirdsat. Olyan esetekben, ahol az adott téma a villamosmérnok
képzés szerves részét képezi (pl. termodinamika, villamossagtan, stb.) csak a
terlilet 0sszefoglaldsdra és atismétlésére toreksziink. Ahol viszont a téma
tavolabb all a villamosmérnok hallgatoktdl (pl. dramlastan) részletesebb, az
alapoktdl felépitett ismereteket kozlink.

3.1 Héterjedés és diffuzid

A 3.1 fejezetben a héterjedés és a diffuzid (spontan anyagtranszport)
jelenségek egymadssal rokon vonasaik miatt egylttesen kerllnek
bemutatasra. A hGterjedés (h6transzport) kis tulzassal az altalunk vizsgalt és
modellezett rendszerek mindegyikében jelentfs szerepet jatszo
energiatranszport folyamat.

A termikus modellezés szerepe az elektronikai technoldgidban a
kovetkez6képpen foglalhatd 6ssze:

e az elektromos alkatrészekben miikodésiik soran hé keletkezik,

o a készulékeket kivilrél kiilonb6z6 h6hatdsok érhetik,

e a h6 és a hémérséklet valtozasa karos hatasokat gyakorolhat az
elektromos készilékek mikodésére.

Magas hémérséklet hatdsai:

e anyagok termikus és vegyi bomlasa,
e diffuziod felgyorsul,

e polimerek lagyulasa és 6regedése,
e villamos paraméterek valtozasa.

Hémérsékletvdltozas hatdsa:
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e anyagok hé6taguldsanak illesztetlenségébdl szarmazdé mechanikai
fesziltség |éphet fel.

A héterjedés fizikai leirdsa aktivan foglalkoztatta elédeinket is. A héterjedés
elmélet f6bb torténelmi mérfoldkodvei a kdvetkezbk:

e (Caloricium elmélet)

e ~1600: h6mérés — Galilei

e ~1700: h6mérsékleti skdla — Celsius és Fahrenheit

e 1701: h6leadds szabalya — Newton

e ~1750: h6egyensuly, fajhd, latens hé fogalma — Joseph Black
e 1799:a h6 nem szubsztancia — Rumford

e 1822: hBvezetés elmélete — Fourier

e 1879: hémérsékleti sugarzas — Stefan, Boltzmann

A héterjedés elmélet harom kilénb6z6 héterjedési metddust kiilonboztet
meg, amelyek a kovetkez6k:

e Hdbvezetés
e Hészdllitas
e HOsugdrzads

A hévezetés (idegen néven kondukcid) sordn a hGenergia terjedése a szilard

testekben a helyhez kotott részecskék kozotti kinetikus energiadtadassal és

a szabad részecskék diffuziéjaval valésul meg. Matematikai leirasa az un.
Fourier-torvény (1822):

d dT

Q__5 T (3.1.1)
dt dx

ahol dQ/dt a héaram, A a fajlagos hévezetési egylitthato, F a felulet, dT/dx a

hémérsékleti gradiens.

A hévezetés daltalanos egyenletének levezetésénél vegyiik fel egy dx-dy-dz
elemi élG kockdn (3.1.1 abra) az x irdnyban be és kilép6 h&aram
kiilonbségét:
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0 oT
qx(x)—qx(x+dx):&(—i&dydzjdx (3.1.2)

Hasonldan y és z irdnyban is végezziik ezt el:

0 oT
0,(5)-0, ()= £ % v oy .
T
q, (z)—qz(z+dz):g(—iz—zdxdyjdz (3.0
qu+dq

|
qy+dq
/ ax+dq

/‘

Cy

T
gz

3.1.1 dbra — dx-dy-dz elemi él{ kocka.

A dV térfogat energiamérlege a kovetkez6: keletkezé energia (ki minusz
bemend energiadram) = entalpia megvaltozas:

0 oT 0 oT 0 oT oT
axayqz — {& [—/1 &j +5(—/1 Ej +5(—/1 EH dxdydz = ch(dxdydz) (3.1.5)

Egyszerdsités utan:

g(,{a_-r}-g ,Ia—T +g ié—T = ca—T 3.1.6
v g vl Kol vl Kaevl | e (3.1.6)

Amennyiben a A fajlagos h6vezetési egylitthatd héGmeérséklet fliggetlen:
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5 | A (3.1.7)

O°T 0T 0T | _ pcoT
-+ + =
OX
A hGvezetés altalanos egyenlete Fourier gondolatmenete alapjan is
levezethetd: irjuk le egy tetsz6leges test hémérsékletét a hely és az id6
fuggvényében! A vizsgdlat targya legyen egy rud (1D), melynek kezdeti
hémérséklete legyen ismert, két végét pedig tartsuk allandé h6mérsékleten.

Feltételezziik az alabbiakat:

1. A hd&arams(irlség ardnyos a hd6mérséklet hosszegységre esé
valtozasaval, azaz:

oT
J=-A1— (3.1.8)
OX

2. arud dx hosszusagu darabjanak hétartalma azért valtozik meg, mert
a két hatdrolé lapon atdramlé h6mennyiség nem egyforma, azaz:

CLUCLE (3.1.9)
x_ P a -+

ahol J a h6aramslirliség.

Ennek megfelelen szintén 3.17-et kapjuk (1D-s verziéban):

oT _p-cal

g P 3.1.10
x> A ot ( )

A hészdllitas (vagy idegen nevén konvekcid) sordn a h6energia terjedése
gazokban és folyadékokban a kozeget alkotd részecskék rendezett
elmozduldsaval (aramlds) valésul meg, de szerepet jatszhat a részecskék
kozotti molekularis szintl hévezetés és sugarzas is. Matematikai leirasa, a
mar bemutatott altaldanos hévezetési egyenlet kiegészitve az un. konvektiv
részekkel (részletesen Id. a 3.3 fejezetben):
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T 0T o7 pc( ol oT oT oT
At —+t— = —| —+V—+U—+W— (3.1.11)
ox- oy° oz A ot ox oy 0z

(a sugdrzas elhanyagolasaval, ha az daramlé kozegben csak hGvezetés és
tomegarambdl adéddé héaramlas van), ahol v, u és w a kbzeg sebesség
OsszetevGi, melyek a Navier-Stokes egyenlet segitségével hatdrozhaték meg
(részletesen Id. 3.3 fejezet).

A kozegben a sebességtér kialakuldsa lehet:

e természetes, abban az esetben, ha a vizsgalt anyagok slirlisége
nagymértékben hémérsékletfliggé (tipikusan gazok esetében) és
ezért melegités hatdsdra aramlas alakul ki,

o mesterséges, a gaz vagy folyadék mesterséges dramoltatasaval.

Ezek alapjan megkiilonboztetlink természetes és kényszer konvekciot. A
3.1.2 4bran a természetes és a kényszer konvekcids hlités 6sszehasonlitasa
l[athatoé egy h(it6bordas alkalmazas esetén.

Hitéborda A bordéra
merdlegesen
leveg6tfujunk
Disszipal6
alkatrész
A melegités ) e
hatasara Az aramlasi
aramlasitér sebesség
alakul ki nagysagrendekkel
e, novelhetd

3.1.2. dbra — Természetes és kényszer konvekcid.
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A hésugdrzds (idegen nevén radiacié) az energia térbeli terjedésének
elektromdagneses hulldmok formajaban megvaldsuld folyamata. Matematikai
leirdsa az un. Stefan-Boltzmann térvény (1879):

d

d—?zs-a F(Ta-T) (3.1.12)
(csak un. sziurke testekre érvényes!) ahol dQ/dt a h6aram, € az emisszids
tényezd, oy a Stefan-Boltzmann allandé (5,67e-8 Wm'ZK'4), F a felilet, T, a
szilardtest h6mérséklete és Ty a kornyezet h6mérséklete.

A hG6sugarzds a legtobb elektronikai technolégiai alkalmazasban
elhanyagolhaté mérték(i, mivel a 3.1.12-es egyenletbdl fakaddan, jelentGs
sugdrzasi h6aram csak igen magas h6mérséklet kiilonbségek esetén all el6. A
3.1.3 4brdn a hGsugdrzas és a héleadds (Id. részletesen késGbb) mértékét
hasonlitottuk dssze egy 1 cm?-es T=T,=300K hémérséklet(i, a=20 Wm?2K?! hé
diffuzids és €=0.9 emisszids tényezével rendelkezé feliilet esetében.

0.4r
—Hobleadas
—Sugarzas
0.3r
<
o2
«C
O
T
0.1r
200 350 200 450

Hémérséklet, K
3.1.3. dbra — H8sugarzas és héleadds mértékének 6sszehasonlitasa.

(A fenti kijelentés aldl kivételt képez a kifejezetten hd&sugarzas elvén
mUkodé, un. infra-sugaras (IR) Ujradmleszté forraszté kemence.)

77 7

A hédtadds a szilard testek és a folyadékok (gazok esetében is)
hatarfellletén létrejové héterjedés, melyben a hévezetés, a hdszallitas és a
hésugdrzas is egyarant szerepet jatszik. Emiatt lIényeges kiemelni, hogy a
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héatadas nem egy , negyedik h6transzport” folyamat! Matematikai leirdsa:
az un. Newton-szabdly (1701):

(jj_?:h.p.('rsz_'rf) (3.1.13)
ahol dQ/dt a h6aram, F a feltlet, Tsz a szilard test h6mérséklete, Tf a
folyadék (gdz) hémérséklete, h az un. hdéatadasi tényez6. A fenti
Osszefliggést Newton tisztan megfigyelés sorozatok eredményére alapozta,
ami a modszer latszdélagos egyszerlsége ellenére, annak nehézségét is
okozza. Miszerint a képletben szerepl6 hd&ataddsi tényezé teljesen
alkalmazasfiiggd, pontos meghatdrozdsa nehézkes és elméleti levezetése
nem lehetséges.

A héleaddsi tényezé fligg:

e ahémérséklettdl

e atest és afolyadék hévezetd képességétdl,
e atest fellletének min&ségétdl,

e az dramlas sebességétdl,

e az aramlas tipusatdl (laminaris, turbulens)

e afolyadék fizikai tulajdonsagaitdl (nyomads, strlség, stb...).

A 3.1 fejezet bevezetésében targyaltaknak megfelel6en, a diffuzidé (spontdn
anyagtranszport) jelenségét is ebben a fejezetben targyaljuk, a h6terjedéssel
— és ezen belil is a h6vezetéssel — rokon vonasai miatt.

A diffuzi6 egy anyagdramlasi jelenség, melynek hajtdereje a
slrliségkilonbség. Az anyagaramlds sebessége a slrliséggradienssel
aranyos. Ha mas er6 nem Ilép fel, a diffuzio képes megsziintetni a
slrliségkilonbséget. Fick 1855-ben vezette le a s(irliségkllonbség miatt
kialakuld spontan anyagtranszport jelenségét (Fick I. torvénye):

dc _ J= dc (3.1.14)
dt dx o
ahol c a koncentrécid, J az aramsl(irliség és D a diffuzids tényez6.
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Ha egy dx méretli szakasz koncentracidjanak valtozasat vizsgdljuk (a
tomegmegmaradas miatt a koncentracié csak a tomegaram miatt valtozhat):

o o 0 oc

T34 p& (3.1.15)
ot Ox oX OX

igy Fick Il. tdrvénye, a koncentrécié idébeli valtozasara:

oc_poc (3.1.16)
ot ox’ o
Vegylk észre az analdgiat a Furier (3.1.1) és a Fick I. (3.1.14), valamint az

altaldnos hévezetés (3.1.7) és a Fick II. (3.1.16) egyenletei kozott!

A 2. fejezetben mar tdargyaltuk, hogy a fenti egyenleteink megoldasara
milyen maddszerek allnak a rendelkezésiinkre (2.8 dbra). Tekintsik at ezeket
részletesebben. Az egyenletek megoldasanak mddszerei:

e Analitikus megoldas,
e Analdg modellezés (kisérleti),
e Numerikus kozelit§ mddszerek:
o Allandésult allapot: a Poisson és Laplace egyenlet megoldasa
= végesdifferencia-mddszer,
= végeselem,
= végestérfogat,
= grafikus médszerek,
= stb.
o Tranziens allapot: az altalanos egyenlet megoldasa szikséges
= végesdifferencia-mddszerek:
o explicit,
e implicit,
e kevert (pl. Crank-Nicolson)
= végeselem,
= végestérfogat,
= sth.
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A numerikus megoldasi moddszereket a kés6bbiekben még részletesen
targyaljuk. Most  viszont nézzink egy példat egy egyszerl
differencidlegyenlet analitikus megoldasdra, hogy szemléltessiik annak
nehézségeit.

A példa a kovetkezS: a vizsgalat targya egy rud (1D), melynek kezdeti
hémérséklete ismert, két végét pedig dllandé hémérsékleten tartjuk. A rdd hossza
|, kezdeti h6mérséklete u(x,0)=f(x), a peremfeltételek: u(0,t)=0 és u(l,t)=0.
Adjuk meg az u(x,t) fliggvényt!
ou  ,04 , A
A megoldandd egyenlet: — =0 —5 , ahol & =——a hdémérséklet-
ot OX p-C
vezetési (h6 diffuzivitasi) tényezd. (A ,,termikus potencialt” sok esetben u-val
is szoktak jeldlni.)

Keressik a megoldast az aldbbi alakban: u(x,t):X(X)T(t), ekkor:
ou _ o' _
ot OX?

megoldand6 egyenletbe kapjuk: X (X)T'(t)=a’X"(X)T(t), melynek

T _ 2 X"(x)

valtozdi szétvalaszthatok: T(t) = X(X) .

X(X)T'(t) és X"(X)T(t), amit behelyettesitve az

A fenti egyenlet egyik oldala t-t6l, a masik x-t6l fligg, ez csak ugy lehetséges,
ha mindkét oldal 4llandé (az allandé legyen —B?), azaz:

L(t)Z— 2és CZL(X)=— 2
ORI

igy a feladatot visszavezettiik e két egyenlet megoldasara:

1L T'(t)+A°T(t)=0
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El6sz6r oldjuk meg 1-et:
ar _

1 dt
>T =exp(-pt+a)=A-exp(-ft)

-BT —>q|_—T:—,82dt —>InT|=—pt+a—>

2
2. a karakterisztikus egyenlet: A° +(£j =0, melynek gydkei: 4, =%
a

~| >~

a .o
igy 2 megoldasa: X (X)= B-cosEx+C 'S'”FX-
Az eredeti parcialis differencidlegyenlet megoldasa tehat:

u(x,t)=X(X)T(t) = (Bcosﬁx+Csin ﬁxJAexp(—ﬂzt) =
a a

:(Dcosﬁm Esinﬁxjexp(—ﬂzt)
o a
AB=D és AC=E dllanddk a kezdeti feltételekbdl hatarozhaték meg. Mivel

u(0,t)=0, ezért: 0=Dexp(—a’t) > D=0. Mivel u(l,t)=0 és D=0, ezért:

0= E(sinﬁljexp(—ﬂzt) a harom tényezébél csak a kdzépsd lehet nulla
a
(B indexet kap, mert végtelen sok értéke lehet):
. nN-7-a
smﬁl :O—>£I =Nn-7—->p = T ahol n=1,2,...
a a

igy az egyenletet kielégité megoldasok tehat:
u (x,t)=E, (sin b xjexp(—ﬂft)
o

Mivel az egyenlet homogén, ezért a partikularis megoldasok Gsszege is az,
igy a differencialegyenlet megoldasa:
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U(x,t) = iun(x,t) =i E, exp(—At)sin Py

—X

a

a még ismeretlen En egylitthatokat a kezdeti feltételekbdl szamithatjuk:
= . B - . Nz

U(x,0) = f(x) > f(x) =ZEnsm—x=ZEnsml—x
n=1 o n=1

Az En egyltthatokat le lehet olvasni, ha f(x) Fourier-sorba fejthetd, ehhez az
eredeti f(x) flggvény értelmezési tartomdanyat kibdGvitjlik (tukrozés az
origora, és 2| szerint periodikus). A megoldas tehat:

U(xt)=>E, exp(—n'T'atjsinni—ﬂ
n=1

ahol az En-k a kiterjesztett értelmezési tartomanyu f(x) Fourier-soranak
egyltthatoi.

A fenti hosszadalmas és bonyolult levezetés bizonyitja, hogy még egy elsére
egyszerlinek tlnd differencidlegyenlet (mint az 1D-s hévezetés) analitikai
megoldas is olyan matematikai apparatus gyakorlati ismeretét igényli, amely
nem varhato el egy villamosmérnoktél.

A fenti példa egy jéval egyszer(ibb — és a villamosmérnokokhoz kdzelebb allé
— megoldasi lehet6sége Beuken altal 1933-ban kozzétett un. villamos-
termikus analégia. A mddszer alapja, hogy a villamos és termikus valtozok,
illetve egyenletek egy analdgia mentén egymadasnak megfeleltetheték, ezaltal
a termikus példak villamos halézati példakka konvertalhaték és annak
eszkdztaraval egyszer(ien megoldhatodk.

A 3.1.4 dbrdan az el6z6ekben targyalt 1D-s f(itott rad problémajat abrazoltuk
a villamos-termikus analégia eszkozeivel. Az 1D-s rad flitésénél
természetesen bonyolultabb termikus problémak is targyalhaték a villamos-
termikus analdgidjaval, az ilyen feladatok az elosztott paraméterd haldzatok
elve alapjan a haldzategyenletek megoldasara vezethet6k vissza (3.1.5.
abra).
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U
T
_R I
dt
| R
R, =—— |
L-F |
| C
C.=V-pc !
T 1 : du, 1
dt R/, i dt RC
3.1.4. dbra — Villamos-termikus analdgia.
R,/2 Ry
—f F I
C = _— R, C—— Ra

3.1.5. dbra — Elosztott paraméter( haldzatok.

Természetesen az 1D-s hévezetés numerikus kozelitéssel is megoldhatd,
csak néhdny maddszer a teljesség igénye nélkil (részletes levezetésiiket Id. a
4. fejezetben).

Végesdifferencia-mddszerek:
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n+ n aAt n n n
Explicit: T, =T, +—2(Ti+1—2Ti +Ti_1) (3.1.17)
(Ax)
n+ n aAt n+ n+ n+
Implicit: ;" =T" + 2(Tml—ZTi LT (3.1.18)
(Ax)
n+ n aAt n n n n+ n+ n+
Crank-Nicolson: ;" =T, +—2<Ti+1—2'|'i +T" +T0 2T 1+'I'i_1l)
2(Ax)
(3.1.19)

ahol a=A4/pcC.

A termikus konstrukcidk és a termikus modellezés szerepe:

Az elektronikus eszkdzokben keletkezd hét, a megfelel6 mikodés érdekében
a kilvildg felé el kell vezetni, amely feladatot a készilék termikus
konstrukcidja biztositja.

A termikus tervezésnek két lépcsdjét kiilonboztetjik meg:

o Alkatrész szint( h(ités, amelynek jellemz6i a kévetkez6k:

o altaldban meghatarozott sarokszamok alapjan torténik,
kataldgus adatok alapjan (maghdmérséklet, teljesitmény),
viszonylag egyszer( szamitdsokra vezethet,
nem minden alkatrész esetén szikséges (kordbbi sajat vagy
irodalmi adatok is hasznalhatok).

o Készilék szintl hiités, amelynek jellemzdi a kovetkez6k:

o nem feltétlenil dlinak rendelkezésre egyértelm(i sarokszamok
(nincsenek katalégus adatok),

o jellemz6en bonyolult szdmitdsok sorozatara vezet,

o tobb részegység esetén részegységenként is kell tervezni.

A kovetkez6kben el6szor tekintsik at az alkatrész szint(i termikus tervezés
tipikus példait. Alkatrész szint( tervezés esetén a villamos-termikus analégia
alapjan altaldban meghatdrozzuk a hétermeld test és a kdrnyezet kozotti
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héellenallast, amely segitségével a hétermeld test feliiletérél a kornyezet
felé maximalisan disszipalhatd hételjesitmény szamithatova valik.

Termikus ellenalldas szamitdsa egy IC tok esetén a félvezetd felliletétél a
kornyezetig (3.1.6 dbra):

X 1
= + el c +
Rth Rthc Rthk X«C . FC f hc . Fc

ahol x. a h6aram datlagos Uthossza az alkatrészben, A. a tok hévezetési
tényezGje, h. az alkatrész hGleadasi tényezéje, F. a tok fellletének mérete.

Alkatrész  Hltés

R |
—{ 1T,

3.1.6. dbra — Héellenallas szamitas 1.

Amennyiben a szamitott hGellendlldas nem teszi lehet6vé a kivant (megfeleld
mUikodéshez szlikséges) hételjesitmény eldisszipaldsat, ugy a rendszer
termikus viselkedése javithatd egy hiit6borda alkalmazasaval.

Termikus ellenallas szamitasa hlit6bordaval h(itott IC tok esetén a félvezetd
fellletétdl a kornyezetig (3.1.7 dbra):

X 1
l-i-
ﬂk'Fk hk'Fk

R th— Rthc + Rthi + Rthk = Rthc + Rthi +

ahol x a héaram dtlagos uthossza a bordaban, A¢ a borda hévezetési
tényezGje, F\’ az ,atlagos keresztmetszet”, hy a borda héleadasi tényezéje, Fy
a borda fellletének mérete.
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Alkatrész Interface  Hiités
Tj | RthCI TCI RthiI Rthh:=

| |

=

A AN
3.1.7. 4bra — HGellendllas szamitas 2.

A készilék szintl termikus modellezés részletes targyalasa tulmutat jelen
targyunk keretein, igy erre a témakorre csak illusztraciot mutatunk, hogy
szemléltessiik a szamos kilonféle termikus problémat és feladatot, amivel
egy késziilék konstrukciod tervezése soran szembesiliink (3.1.8 dbra).

alkatrészek hatasa / doboz hatasa

dobozon beliil kialakulo

hiitésimegoldasok aramlasitér hatasa

hatasa

huzalozas hatasa
szereldlemezhatasa |

szerkezetielemek
hatasa

kornyezet hatasa

3.1.8. abra — Készilék szintl termikus tervezési problémak.
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A 3.1 fejezet ellen6rz6 kérdései:

A wN e

Sorolja fel a héterjedés (hétranszport) formait és jellemzéiket!
Milyen torvény irja le a hGvezetést?

Milyen toérvény irja le a hészallitast?

Milyen toérvény irja le a h6sugarzast?

Milyen Osszefliggés irja le a héleaddst és miben kilonbozik a
hétranszport folyamatoktol?

Milyen torvény irja le a diffuziét és melyik héterjedési formahoz
hasonlit a matematikai leirdsa?

Milyen lehet6ségeink vannak a termikus és anyagtranszport
jelenségek matematikai modellezésére?

Mutassa be a villamos-termikus analégiat!

Termikus konstrukcidk esetében milyen szinteket kilonboztetlink
meg, mutassa be ezek sajatossagait!
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3.2. Mechanika és termo-mechanika

A 3.2. fejezetben a klasszikus mechanika fizikai és matematikai leirasan kivul
targyaljuk az un. termo-mechanika fogalomkoérét is, mivel az elektronikai
technolégiaban legaldabb olyan fontossaggal bir, mint a klasszikus
mechanikai problémak.

El6szor definidljuk a szildrdsagtan fogalmat. A szildrdsagtan feladata valaszt
adni arra a kérdésre, hogy egy szilard testben a kvazi statikus terheld kiilsé
erérendszer hatasara milyen belsé erék ébrednek és milyen alakvaltozdsok
jonnek létre. A 3.2.1 abran a szilardsagtan elhelyezése lathaté a mechanika
egyes agai kozott.

Statika

O,

Merev testek Szilard testek
statikaja statikaja

— >~

Rugalmassagtan Keplekenysegtan

3.2.1. dbra — A szilardsagtan elhelyezése.

A szilardsagtan fizikai leirasa aktivan foglalkoztatta el6deinket is. A
szilardsagtan elmélet f6bb torténelmi mérfoldkovei a kdvetkezdbk:

e 1638, Galilei — hajéépités,

e Hooke — Hooke-torvény,

e Euler —rudak viselkedése,

e Navier — rugalmassagi modulus, hajlitas (mély- és magasépités),

e Caushy — matematikai leirds (mély- és magasépités),

e Mohr —szakadas elmélete (19. sz., vasutépités korszaka),

e 20. szdzad: a jarmdipar fejl6dése okan a szilardsagtan gyors
fejlédése, a kozelit6 moddszerek (pl. végeselem) alkalmazasanak
bevezetése.
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(Fontos megjegyezni, hogy a manapsag rendkivil népszer( un. ,végeselem”
modszer (Id. részletesen a 4. fejezetben) kifejlesztését, alapvetéen
mechanikai problémadk indukaltak.

Egy testben kiils6 er6 hatasara ébredd belsé er6k meghatarozasa. A belsé
er6 nagysaga a 3.2.2 dbrdn lathato egyszer( esetben:

o= F%A (3.2.1)

ahol Fy a terhel6 er6, A a keresztmetszet, o a ,belsé erd” azaz fesziltség
2
(N/m?, Pa)

Fo Fo

3.2.2. dbra — Kiils6 és belsé er6k, példa.

A fesziiltség felirdsa altalanos esetben (3.2.3 abra):

G—AILTOE—J—QWTn +7, (322)

3.2.3. dbra — A feszliltség felirasa altalanos esetben.
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Ahol o, a normalis irdnyu komponensek (huzé- vagy nyomodfesziltség) mas
néven normalfesziltségek, még T, a tangencidlis irdnyd komponensek
(nyirofesziltség), mdas néven csusztatofesziltség. A normadlfesziiltségek a
lapokra meré6legesek, mig a csusztatéfesziiltségek a lapokkal parhuzamosak
(3.2.4 dbran lathaté maddon).

3.2.4. abra — Normal- és csusztatofesziiltségek

Egy testben ébredd bels6 fesziiltségek egy un. fesziltség tenzorban irhatdk
fel:

X Xy Xz
oc=|1, O, T, (3.2.3)
sz zy O-z

ahol az els6 index mindig a fesziltség irdnyaba mutat, mig a masodik index
azt mutatja, melyik normalisu sikon ébred. Lényeges megjegyezni, hogy az
azonos indexeket tartalmazd csusztatd fesziltségekre mindig igaz a
kovetkez6 Osszefliggés:

T.,=7, T,=T, T,=T (3.2.4)
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A kovetkez6kben vizsgaljuk meg azt, hogy mi a belsé fesziiltségek hatdsa a
szilard testekre. A mechanikai feszlltség rugalmas szildrd testekben
reverzibilis alakvaltozast (deformdciét, d) hoz létre, amely ardnyos a
fesziltséggel:

d=—o (3.2.5)

A deformacié irdnya a fesziltség jellegétdl flugg, amit a 3.2.5 abran
szemléltetiink.

—————

3.2.5. dbra — A deformacid irdnya.

Mivel a szuperpozicio jelen esetben is érvényes, ezért a deformacio (fajlagos
nyulas, €) a feszlltséghez hasonldan szintén tenzormennyiség:

gx gxy gxz
E=&y &, &, (3.2.6)
gxz gyz gz
ahol:
8_6_u e—@ g—a—w (3.2.7)
“ox ooy oz -
o JAfau o) 1l ow) _1(a_u+8_wJ rrs
Yo2loy ox o 2loz oy ¥o2\ez ox (3.2.8)

ahol u, v és w az elmozdulds vektor x,y és z iranyud komponensei.

A fesziltség és a deformacié kozotti kapcsolatot rugalmas szildrd test
esetében a megalkotdjardl elnevezett ,,Hook-torvény” adja meg:
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ahol E a rugalmassagi tényez6 vagy modulus (mas néven Young modulus).
Meg kell azonban jegyezni, hogy nem minden anyag viselkedik igy. Egyes
mUanyagok és a gumi nem linearis tulajdonsdagokat mutat, vagyis a rugalmassagi
modulus a terheléstdl is fligg, nemcsak az anyagminGségtél. Ezért a rugalmassagi
modulus pontosabb definicidja:

_do

E-"2
o€

(3.2.10)

Léteznek olyan anyagok is, amelyek egyaltalan nem kovetik a Hooke-
torvényt, mivel tartésan folynak. igy viselkedik sok m(ianyag, de egyes
fémek is, példaul az 6lom. A szildrd anyagokat aszerint is csoportosithatjuk,
hogy rugalmassagi modulusuk fligg-e a terhelés irdnyatdl. A legtdobb fém és
kerdmia rugalmassdgi tulajdonsagai a terhelés irdnyatdl figgetlenek, ezeket
mechanikai szempontbdl izotrép anyagoknak nevezziik. Vannak azonban
olyan mechanikai szempontbdl anizotrép, illetve ortotrép anyagok, példaul
szalas szerkezet(i anyagok, fa, kompozit anyagok, amelyek rugalmassagi
modulusa a terhelés irdnyatél flgg. (Példdul a szénszdlas mianyagok
szalirdnyban sokkal merevebbek, mint arra merélegesen).

Egy hlzott test nem csak a huzéer6 iranydban, hanem keresztiranyban is valtoztatja
méretét (4.2.6 dbra), melynek mértéke anyagfiiggd allando, a Poisson féle tényez6:

&,
y=-K (3.2.11)
&
G](
i |1+
o T-e
o E—

3.2.6. dbra — Keresztirdnyu alakvaltozas.
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A fentiek alapjan a rugalmassagi tenzor altaldanos esetben felirhatd, tegyik ezt
meg el6szor mechanikai szempontbdl izotrédp anyagokra. A felirds egyszer(sodik,
ha a feszliltség és a deformdacié sorvektor alaku:

1-v v 1% 0 0
v 1-v v 0 0
1% v 1-v 0 0
- 0 0o o =% o o
(1+v)(1-2v) 2 (3.2.12)
0 0 0 0o =%
2
0O 0 0 0 0 1=
L 2 |
ahol
o -
O-y (C,‘y
_ 0, _ &
0= 7, &= £, (3.2.13)
Tyz gyz
_sz_ _gxz

A rugalmassagi modulust csak huzasra-nyomasra értelmezzik. Nyirasra a
nyirasi rugalmassagi modulus érvényes:

r=G-y (3.2.14)

itt T a csusztatd fesziltség, Y a szogelforduldas, G a nyirdsi rugalmassagi
modulus. A rugalmassagi modulus és a nyirdsi rugalmassagi modulus
(csusztatd rugalmassagi modulus) kozott az aldbbi 6sszefliggés all fenn:

E

G=——
20+v) (3.2.15)
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ahol v a Poisson féle tényez6. A fentiek segitségével a rugalmassagi tenzor
altalanos felirasa mechanikai szempontbdl ortotrép anyagokra is megadhatd:

R
E, E E
T T Y S
X Ey Ez
Ve Ve 1 0O 0 0
| E E E
1 (3.2.16)
0 0 0 — 0 0
ny
0 0o 0 0 = o
G,
o o 0 o0 0 =
L GXZ_

(Anizotrép anyagra a D matrix minden eleme egymastdl fliggetlen.)

Egy adott test természetesen nem képes barmekkora feszliltség elviselésére,
bels6 anyagszerkezeti karosodds vagy torés nélkil. A kilonféle un.
Fesziiltségelméletek a tonkremenetellel (toréssel) foglalkoznak (3.2.7 abra).

Egy iranyu fesziltsegi allapot Tdbb iranyu fesziltsegi allapot
(mérés) (valos terhelés)

3.2.7. dbra — Feszlltség elmélet.

Tobb egymastél némileg eltéré fesziiltség modell is létezik, amelyek
altalaban a megalkotdjukrél kaptdk a neviiket. Az egyes levezetések
mell6zése nélkil a legtobbet alkalmazott modellek:

Coulomb modell: T, (Coulomb) = max (|01|,|J3|) (3.2.17)

Mohr modell: 0, (Mohr):(01—63) (3.2.18)
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Mises modell:

O eq (Mises) = \/%[(ax —O'y)2 +(o,~0,) +(o, -0, )2 +6-(rxzy +1, +sz)}
(3.2.19)

ahol o,.q a redukalt fesziltség (az adott pontban a fesziltségi allapotot
tonkremenetel szempontjabdl egyértelmuen jellemzi), o, a legnagyobb, o3 a
legkisebb féfesziiltség. A féfesziiltség azon egymasra mer6leges sikokon
ébredd fesziltségek, amely sikok kivalasztdsa esetén a nyiréfesziiltségek
eltlnnek.

A 3.2.8 dbran egy fémekre jellemz6 szakitédiagramot dbrazoltunk.

szakitoszilardsag

szakadas

folyashatar
rugalmassagi hatar

aranyossagi hatar

™ J

3.2.8. abra — Szakitédiagram.

Figyeljuk meg a diagram jellegzetes szakaszait/pontjait, amelyek a
kovetkezd6k:

e Ardnyossagi hatar
e Rugalmassagi hatar
e Folyashatar

e Szakitoszilardsag

e Szakadas
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A 3.29 d4bran néhany az elektronikai technolégidaban alkalmazott
forraszotvozet szakitddiagramjat szemléltetjik.

o_/\

RN 2

3.2.9. dbra — Kiilonféle forraszétvozetek szakitddiagramja.

A kovetkez6kben attériink a termo-mechanikai problémak alapjainak
targyaldsara, amely tudomanyag azzal foglalkozik, hogy milyen mechanikai
fesziiltségek és ennek hatdsdara milyen mechanikai elvaltozasok torténnek a
szildrd testekben h& hatdsdra. A bels6 feszilltség hatasara kialakuld
hétagulast  dimenziénként is  szamithatjuk, ennek  megfelel6en
megkilonboztetiink:

Linearis hétagulast: |, =1, (1+aAT) (3.2.20)
feliileti htagulast: A = A, (1+ 20AT +a2AT2) ~A(1+20AT)  (3.2.21)
térfogati hot.: Vi, =V, (1+30AT +3a°AT? + &°AT® )~ V, (1+30AT ) (3.2.22)

ahol a deformacié mértéke: € =a - AT (3.2.23)
és a mechanikai fesziltség mértéke: c=D-e=D-a-AT (3.2.24)

Jelen esetben a a fajlagos h6taguldsi tényez6. A deformacié a fent definialt
kiilonb6z6 anyagtipusokra (izotrop, ortotrép és anizotrop) kiilonb6z6 mddon
adhatdé meg az o fajlagos hdétagulasi tényez6 iranyonként eltérd
definidlasaval.
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Altaldnos (vektoros) felirasaban a 3.2.23-as egyenlet a kdvetkezSképpen

alakul:
Ex
gy
&,
& = e = Qe (T _Tref )
Xy
gyz
_gXZ_th

a
a
a
izotrép anyagra: %vec = 0 (3.2.25)
0
0

avec -

ortotrép anyagra: (3.2.26)

anizotrép anyagra: %vec = (3.2.27)

(3.2.24)

3.2.10. dbra — Izotrép tagulas

3.2.11. dbra — Ortotrdp tagulas

3.2.12. dbra — Anizotrép tagulas
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A termo-mechanikus fesziiltségek okozhatnak:

e nagy behatas (hirtelen leh(ités/felmelegités) esetén azonnali torést,
e magas h6mérsékleten kuszast,
e ismételt igénybevétel (h6taguldsbdl szarmazd) esetén faradast.

A kovetkez6kben tanulmdanyozzuk a konstans emelt hémérséklet hatasait.

A tartdsfolyds (creep) soran az anyag folyamatos alakvaltozast szenved, vagy
a benne ébredé fesziltség folyamatosan csokken (relaxacid). A jelenség
jellemzéi:

o folyashatarnal kisebb feszlltség esetén is fellép,
e alacsony olvadaspontu fémek és polimerek esetén mar
szobah6mérsékleten is felléphet.
o Mértéke flgg:
o anyagmin@ségtdl,
o terhelés id6tartamatal,
o hémérséklettdl,
o termo-mechanikai feszlltségtdl.
e Mechanizmusa:
o diszlokaciok vandorlasa,
o diffuzié.

A kuszas altalanos egyenlete:

de _Co GXD( Q j (3.2.28)

dt d° KT

ahol C egy anyagminGségi paraméter (kuszasi szempontbdl), m és b tovdbbi
kiszdsi anyagjellemz6k, Q a kdszasi mechanizmus aktivacids energidja, d az
anyag szemcsenagysaga, k a Boltzmann dallandd és T a hémérséklet. A 3.2.13
abran kilonféle kuszasi jelleggorbéket dbrazoltunk az id6 fliggvényében.
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/7 tartdsfolyas hatara

{

3.2.13. abra — Kuszasi jelleggorbék.

A kovetkez6kben tanulmanyozzuk az ismételt termikus igénybevétel
hatdsait. A ,kis ciklusszami” ismételt termikus igénybevétel hatasara
bekdvetkez6 faradast az un. Coffin-Manson modell segitségével irhatjuk le. A
Coffin-Manson modell alapfelvetései:

e aterhelés soran folyashatar feletti fesziltség,
) ciklusszém:103...104,

e atonkremenetel alapvet6 oka a repedések keletkezése és terjedése,
Ag
« modell: —-=¢ (2N) (3.2.29)

ahol Ae/2 a deformdcié amplitiddja, & az azonnali szakadashoz tartozd
deformacio, N a ciklusok szama és c anyagra jellemz6 tapasztalati dllando
(fémek esetén -0,5...-0,7 kozotti érték). A 3.2.14 abrdan kis ciklusszamu un.
,hésokk” terhelésnek aldvetett forrasztott kotések lathatok. A képen jél
megfigyelhet6k az alkatrész kivezetések és a forrasz talalkozdsanal kialakult
repedések.
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3.2.14. dbra — Repedések a forrasztott kotésekben.

A ,nagy ciklusszamu” ismételt termikus igénybevétel hatdsdra bekovetkez6
faradast az un. Wéhler modell segitségével irhatjuk le. A Wéhler modell alap
felvetései:

e aterhelés soran folyashatar alatti feszliltség

e ciklusszam: >>10*

e atonkremenetel alapvetd oka a diszlokaciok vandorldsa
e harmonikus terhelés esetér a 3.2.15 abran prezentdlva.

A Uif“

WAWA
VARV -

Ok

»”

t

=2v

3.2.15. dbra — A Wohler modell harmonikus terhelés esetén, ahol N a
toréshez sziikséges ciklusok szama, oy a hatarfesziiltség (csak szerkezeti
anyagok esetén)

Az elektronikai alkalmazasokban a deformdciét leginkdbb befolyasolé
tényezG6k a kovetkezG6k:
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e hGtagulasi tényez6bk illesztetlensége (pl. chip és hordozd kozott),
e anyagok mechanikai paraméterei,

e geometriai méretek,

o diszkrét alkatrészek kialakitasanak maédja,

e hémérséklet,

e hdémérsékleti gradiens.

Az elektronikai alkalmazasokban tipikus deformacios kovetkezmények a
kovetkezbk:

o rétegek delamindcioja (elvalasa),
e chip torése,

e forrasztott kotés torése,

e forrasztott kotés faradasos torése.

A 3.2.16 abran két kiilonb6zé hétagulasi tényezével rendelkez6 egymdshoz
rogzitett anyag (pl. Si chip és FR4-es hordozd) termikus terhelés sordn
fellép6 mechanikai fesziiltségét (szin informacié az abran) és deformdcidjat
abrazoltuk.

3.2.16. dbra — Fesziltség és deformacid két kiilonb6z6, egymashoz rogzitett
anyag esetén.

A 3.2 fejezet végén tekintsiik at a tipikusan az elektronikai technoldgia
jellege okozta nehézségeket a termo-mechanikus modellezés és szimulacid
soran:

e gyakoriak a ,lapos” geometridk (a tér feliileti iranyokban
nagysagrendekkel nagyobb méretek, mint a vastagsagi iranyban),

e nagy eltérések a rendszer elemeinek méreteiben (pl. kisméret(
fellletszerelt alkatrész nagyméret szerel6lemezen),

e ortotrop és anizotrop tulajdonsagi inhomogén anyagok gyakori
alkalmazasa (pl FR4 livegszal erGsitésii epoxy lemez),
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termikus szempontbdl nagyon kilonb6z6 anyagok egyuttes
alkalmazasa (pl. fémek és mlianyag).
Az anyagi paraméterek problémai:
O nagy szoras,
o a szukséges paraméterek az irodalomban nem fellelhet6k
vagy nagy eltéréseket mutatnak,
o ipari titok miatti nehézségek.

A 3.2. fejezet ellen6rz6 kérdései:

1.

A szilardsagtan alapfeladata, leirdsa daltaldnos esetben, a fesziiltség
és a fesziiltségtenzor fogalma.

A feszliltség hatdsa: deformdacid (tenzora), a rugalmassagi és a
Poisson-féle tényezé.

Mit jelentenek a kovetkezd fogalmak: izotrép, ortotrdp, anizotrép?
Fesziltségelméletek fogalma.

Mi a mechanikai/termomechanikai modellezés célja (az elektronikai
technoldgiaban)?

A tartosfolyas (creep) fogalma.

Kis ciklusszamu faradas jellemzéi.

Nagy ciklusszamu faradas jellemzéi.
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3.3. Folyadékok aramlasa

A 3.3 fejezetben a folyadék aramldsanak fizikai leirasaval foglalkozunk,
amely témakort a villamosmérnok képzéstdl vald ,,nagyobb tavolsaga” miatt
az el6z6eknél részletesebben targyalunk. A témakor mérete indokolja, hogy
azt az el6z6ektdl eltér6en nem egyben, hanem harom alfejezetre bontva
mutassuk be. Az egyes alfejezetek a kovetkez6k: aramlastani alapok,
turbulens aramlasi problémak és aramldstani h(itési megoldasok.

3.3.1 Aramlastani alapok

A fizikai problémadk vizsgalata soran nyugvé kozeg esetén a folyadékok és
gazok gyakran egyutt kezelhet6k, azonban daramldsnal ez nem mindig teheté
meg (csak kis sebességnél és ha a hémérséklet nem valtozik), mert eltér a
kiilonféle kozegek kompresszibilitasa, a s(irlisége, tovabba gazok esetén az
el6z6 két paraméter er6sen hémérsékletfliggé tulajdonsagot is mutat.
Folyadékok aramlasa esetén dltaldban figyelembe kell venni a belsé
surléddsokat is. A fentiek miatt a gdzok és folyadékok aramlasanak leirdsa
elkalondl:

e aerodinamika (gazok),
e hidrodinamika (folyadékok),

(félreértésekre adhat okot, hogy sokszor mindkét teriletre a
,hidrodinamika” kifejezést hasznaljak).

Az dramlastani feladatokat kétféleképpen is megkozelithetjlik:

1. A kozeget elemi részecskékre osztva az egyes részecskék mozgdsat
vizsgaljuk, és megadjuk ezeknek a részecskéknek a palydjat. Az ilyen
jellegl vizsgalatok hatranya, hogy rendkivil nagy szamitasigényt és
Osszetett matematikai hatteret igényelnek. El6nylk viszont, hogy kis
térrészekben nagy pontossaggal irja le az adott viszonyokat.

2. A kozeg pontjainak sebességét vizsgdljuk, és megadjuk a
sebességvektornak a helytél és id6tél vald fliggését. Az ilyen jellegl
vizsgalatok el6nye a kisebb szamitasigény, egyszerl(ibb matematikai
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hattér, és a gyakorlati feladatoknal célravezetébb az alkalmazas. (A
tovabbiakban csak ezzel a megkozelitéssel foglalkozunk.)

Az dramlasok jellemzéséhez altaldaban hdarom mennyiség sziikséges:

e sebességtér: v(x,y,z,t),
e nyomas skaldrtere: p(x,y,zt),
e slrlség skalartere: p(x,y,z,t).

A feladatok megolddsahoz alkalmazni kell:

e akozegre vonatkozd mozgdsegyenleteket,

e atomegmegmaradast kifejez6 kontinuitdsi tételt,

e a kozeg dllapotegyenletét, amely a nyomas és a slrliség kozotti
Osszefliggést adja meg. (Csak gazok esetében.)

A fent felsorolt skaldar és vektor mennyiségek megvaltozdsa
kilonboz6képpen targyalhato.

Skaldrterek megvdltozdsdnak jellemzése a gradiens vektor segitségével

torténik. Leggyakoribb skaldrterek: nyomas, stirliség, hémérséklet. Gradiens

vektor el6allitasa a nyomas (p) esetén a kdvetkez6:
8p < 6p - @R

gradp=—i+—J+

x oyl (3.3.1)

A gradiens vektor értelmezése: skalartér valtozdsanak jellemzése egy
vektorral amely:

e askalartér legrohamosabb valtozasanak irdnyaval parhuzamos,
e afliggd valtozé novekedésének iranyaba mutat,

e hossza aranyos a valtozas rohamossagaval,

e merdleges a szintfellletre (szintvonalra).

Vektorterek megvdltozdsdnak jellemzésére tobb lehetSséglink is van. Az els6
a hely szerinti valtozasa a derivalt tenzor segitségével. Aramlasok vizsgalata
esetén a leggyakoribb vektortér a sebesség:
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\_/:vxi+vy]+vZE :\_/(x, Y, Z,1) (3.3.2)
amelyek komponensekre bonthatdk:
V, =V (%Y, 2,05V, =V, (%, Y, Z,1); v, =V, (X, Y, Z,1); (3.3.3)

A sebesség hely szerinti valtozdsa a derivalt tenzor segitségével.

OV, AX OV, Ay O, Az
OX oy 0z

o= |ov ov ov

Av=DAr=|—2Ax —2LAy —LAz (3.3.)
OX oy 0z =
ov ov ov

£ AX LAy LAz
OX oy 0z

Az el6z6nél — szemléletessége miatt — joval gyakrabban alkalmazott mddszer
a vektorterek megvdltozasanak jellemzésére a divergencia szamitas. A
sebességtér divergencidja:

. ov, N, ov

divv="2+—24+= (3.3.5)

oXx oy oz

A divergencia értelmezése: vektortér valtozasanak jellemzése egy skalarral
amely,

e értéke az aramlasi tér adott pontjdban megmutatja, hogy egységnyi
id6 alatt, egységnyi térfogatbdl mennyivel tobb folyadéktérfogat Iép
ki, mint be,

e mértékegysége 1/s,

Tovabbi lehet6ségek a vektorterek valtozasanak jellemzésére a rotacio- és
potencialszamitas, bar ezeket ritkdabban alkalmazzak, igy erre most nem
térink ki.

Az el6z6ekben targyalt hely szerinti (konvektiv) vdltozasok mellett az
aramlastanban alkalmazott jellemz8ink lokdlisan, azaz idé szerint is

53



megvaltozhatnak. igy egy jellemzé (pl. nyomds) teljes véltozdsa a
kovetkez6képpen irhatd le:

dp dp, dp, 0

B_B B P gradp (3.3.6)
dt dt dt ot

ahol I a lokalis és k a konvektiv valtozas. Lényeges, hogy a fenti kifejezés csak
skalaris jellemzdék valtozasa esetén értelmezhetd! Vektorterek esetében a
teljes megvdltozds a tér komponensein egyesével értelmezhets, pl. a
sebességtér x irdnyd komponense esetén:

v, —%Jr\_/gradv (3.3.7)
dt ot " o

Aramldsok esetén a leggyakrabban dbrézolt és legszemléletesebb jellemz6 a
sebesség. A sebességtér megjelenitésére tobb lehet&séglink is van.
Legegyszer(ibb, ha az adott idépillanatban az aramldsi tér minél toébb
pontjaba berajzoljuk a sebességvektorokat (sebességvektor-térkép, 3.3.1.a)
abra). Ennél attekinthet6bb eredményt kapunk, ha a berajzolt
sebességvektorokhoz Un. simulégorbéket szerkesztliink, amelyek a
sebességvektorok érintéi (aramvonalak, 3.3.1.b) 4d&bra). (A moddszer
természetesen csak akkor alkalmazhatdé hatékonyan, ha a sebességtér
id6fuggetlen.)

v - Vv _--_______.-’,--—""- )
e - o - ____.‘—4'
- -~ e
- o e
/ o~ -—r _./’.’ e
., - - .f _.-"'----J-f - - - P
/ — e g
f -~ - / /"""'r e -
— B e

3.3.1. abra — Sebességtér dbrazolasa, a) sebességvektor-térkép; b)
aramvonalak.
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Az dramvonalak abrazoldsdra a szamitdstechnika megjelenése el6tt is volt
lehet6ség. A 3.3.2 dbrdn a Pohl-féle dramvonal-készilék (Robert Wichard POHL
(1884-1976) német fizikus), és egy a segitségével készitett kép lathato.

3.3.2. dbra — a Pohl-féle dramvonal-készilék és a segitségével készitett kép.

A késziilék nagyon egyszerld elven muikodik: szintelen (de legaldbbis
optikailag attetsz6) aramlé folyadékba keveriink szines szemcséket. A
madszert ma is el6szeretettel alkalmazzak experimentalis kisérletek soran.

Az dramlasokat nem csak az dramld kozeg szerint, hanem egyes aramlasi
tulajdonsagok alapjan is csoportosithatjuk.

Siiriiségvaltozds alapjan:

e Osszenyomhato (a slirliség a nyomas ismeretében allapotegyenletbdl
hatarozhaté meg),

e Osszenyomhatatlan (egyszer(ibb, a gazok is kozelithetdk igy, nem tul
nagy nyomas és nem tul nagy aramlasi sebesség esetén),

Belsé surlddas alapjan:

e surlodasos:
o lamindris: az dramvonalak nem metszik egymast,

55



o turbulens: az &ramvonalak metszik egymast,

e surlédasmentes (Un. idealis kozeg, mérnoki gyakorlatban ritka):
o oOrvényes: a részecskék haladd és forgd mozgast is végeznek,
o Orvénymentes: a részecskék csak haladd mozgast végeznek,

Id6flggés alapjan:

e stacionarius,

e instacionarius.

Miel6tt belekezdenénk a fenti altipusok részletes targyaldsaba, roviden
tekintslik at az dramlastan legfontosabb tételét, amely az dn. kontinuitdsi
(folytonossdgi) vagy mas néven az dramldstani ,anyag megmaradasi” tételt.
Barmelyik fenti aramldstipusra igaz, hogy az aramldsban ,tomeg nem
keletkezik és nem is tlinik el”. A tdmegdram definicié alapjan:

G =fp\_/dA [kg/s] (3.3.8)
A

Egy adott térfogatrészbdl tobbletkidramlds csak a s(rliség vdltozas esetén
lehetséges, amely mértéke:

op
—LdV |kg/
Iat [kg/s] (3.3.9)

\Y

A Gauss-Osztrogradszkij atalakitast alkalmazva a 3.3.9-re:

[ Lav = [div(ov)av (3:3.10)
\Y at \Y
op .., -
I[—+d|v(pv)}dv =0 (3.3.11)
Wt

A 3.3.11 egyszer(sitésével kapjuk meg a folytonossagi tétel dltalanos alakjat:

%’0+ div(pv) =0 (3.3.12)
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A 3.3.12-es kifejezés stacioner (idefliggetlen) daramldsok esetén,— ahol a
lokalis valtozasok nem lehetségesek — még tovabb egyszer(sithetd:

div(pv) =0 (3.3.13)

(Az ilyen jellegli aramldsok a mérnoki gyakorlatban elég gyakoriak!)
Folyadékok stacioner dramlasa esetén a s(irliség elég altaldnos megkotések
mellett allandénak tekinthetd, igy a kontinuitasi tétel még egyszerlbbé
valik:

div(v) =0 (3.3.14)

Ahogy azt mar kordbban is jeleztik, a kontinuitasi tételnek minden
aramlasban teljestilnie kell, igy az az aramlastan elsé alapegyenletének
tekinthetd.

A fenti csoportositdasbdl a legegyszerlbben targyalhatd aramldstipus, az
idében dllando, staciondrius dramlds. Gyakorlati jelent6sége nagy, mert sok
valés feladat leirhaté ezzel a megkozelitéssel (jogos egyszer(sitések
alkalmazasaval). Valdjdban az dramlast leir6 mozgasegyenletek ebben az
esetben is bonyolultak, de megkeriilhet6k, és az aramldsra vonatkozo
alapvet6 osszefliggések irhatok fel.

A feladatok megolddsahoz (ha a surlddas elhanyagolhatd) elegendé lehet a
kontinuitasi egyenlet és a mozgas egyenlet Bernoulli altal egyszer(sitett
alakja:

1 2 .
p+§p-v +p-g-h=Aall (3.3.15)
ahol p a nyomas, v a sebesség, p a nyomads, és h a térfogatelem
sulypontjanak magassaga.

Az el6z6eknél mar komplikdltabb az idében vdltozo, surléddsmentes
dramlas targyaldsa, mivel itt nem alkalmazhatok oly mértékd
egyszerUsitések az aramlasi egyenletekben, mint a stacioner esetben. Az
Euler altal kifejlesztett mddszer (Un. Euler egyenlet) Newton Il. axiomaja
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alapjan a folyadékrészekre haté er6 és mozgdsmennyiségik idd szerinti
megvaltozasa kozott teremt kapcsolatot:

dv. = 1

—=g-—gradp (3.3.16)
dt 0

A fenti Osszefliggést egyszerlisége miatt gyakran alkalmazzak természetes
koordinatarendszerben (ahol csak érint6 irdnyu sebesség van):

v=v,Vv, =V, =0 (3.3.16)

Az érint§ iranyd komponens:

Y .
e poe ° o

valamint igaz, hogy:

V2 10
V__ 19, g, (3.3.18)
R pon

ahol az R dramvonal sugara.

Sdrlédasos aramldsok targyalasa el6tt, definidljuk a folyadékokban
értelmezett surlédast. Vegyiink két A fellletl, parhuzamos siklapot, melyek
kozé vékony folyadékréteget helyeziink el. Az alsé lapot az xy sikban
rogzitjik, a t6éle z0 tavolsagban lévé felsé lapot pedig x-irdnyban egyenletes
v0 sebességgel mozgatjuk (3.3.3 abra). Ehhez eré6t kell kifejtentink, ami a
folyadékban fellépé belsd surlddasi erd legybzéséhez sziikséges. Ha a fenti
kisérletet kiilonb6z6 sebességekkel, lemeztdvolsagokkal és fellletekkel
elvégezzik, azt talaljuk, hogy:

F=u—2.A (3.3.19)

ahol p a dinamikus viszkozitds. A tapasztalat szerint ez az Osszefliggés
altalanosan is igaz:
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F=u—%A (3.3.20)
dz

Ez utdbbi a Newton-féle surlédasi (viszkozitdsi) torvény, melynek

jelentésége, hogy segitségével kiszamithatd tobbek kdzott egy csérendszer

(pl. folyadékhdités) aramlasi ellenallasa.

z A

3.3.3. dbra — Surlédas értelmezése folyadékokban.

A Newton féle viszkozitasi torvény alapjan definialhaté az dan. csusztatd

fesziiltség:
rm gy (R D) 3.3.21
ZX lLl dZ lLl az ax Xz ( o )

Lényeges, hogy a fenti Osszefliggés csak a Newtoni folyadékokra igaz!
Viszont a legtobb folyadék ilyen a mérnoki gyakorlatban.

A surlodasos dramlasok leirdasahoz induljunk ki az dltalanos
mozgasegyenletbdl, amely:

d . _ 1 —=_
_V:g+F:g+—(I)V (3.3.21)
dt Yo,

ahol F az aramlas részecskéire hatd eredd erd, @ a fesziiltség tenzor:
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_ Oy Z-yx T
O=\7,, O, T, (3.3.22)
Ty yz o,
o — 8. 8- 8-
és 7 a nabla vektor: V=—i+—j+—Kk (3.3.23)
oXx oy oz

A fesziiltség tenzor f6atldjaban a nyird feszlltségek talalhatok, amelyek allandé
slrliség mellett:

o,=0,=0,=— (3.3.24)

A legegyszerlibb surléddasos aramlas esetén — ha a slrlség allanddnak
tekinthet6 —a mozgasegyenlet komponens egyenletei a kdvetkezdk:

dv, lop (0%, o, 0%,
=0Tt ottt
dt p OX ox- oy° oz
dv 16p ov, o, o0
YV _q ——-=2F y y y
dt - gy p 8}/ T aXZ + 8y2 + 822 (3325)
dv, 1op (0%, 0%, 0%,
el o S S E
dt p 0L ox- oy* oz
ahol a lokalis és konvektiv megvaltozas:

v, _8vX+V 8Vx+v 8vx+v N, (3.3.26)
d o “ox Yoy ‘oz o
¢€s v a kinematikai viszkozitas: U = e (3.3.27)

o,

A fenti egyenlet a megalkotdirdl kapott altalanosan ismert neve a Navier-
Stokes egyenlet. Még egyszer hangsulyozva, a Navier — Stokes egyenlet csak
akkor érvényes, ha az dramld kozeg sdrlisége kozel allandé!
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A mérnoki gyakorlatban azonban taldlkozhatunk olyan esettel is, hogy az
aramlo kozeg sirlsége nem tekinthet6 allandénak. (Pl. gdzok aramlasa vagy
folyadékok aramldsa nagy hémérséklet gradienssel). A s(ir(iségvaltozast az

altaldnos mozgas egyenletben (3.3.21) szerepl6é fesziltség tenzor
atalakitasaval vizsgalhatjuk:
I o, 2 o, ov o, v
—p+2u—=—— pdivv Ul —+—== e
ox 3 ox oy oL ox
= ov ov ov
O = u _y+8vx —p+2y—y—gydivv u —eraVZ (3.3.28)
ox oy oy 3 oL oy
(8VX+%) %-f-% -p+2 , 2 divv
o oy a3

Ha Osszehasonlitjuk a 3.3.22-es és a 3.3.28-as fesziiltség tenzorokat,
megfigyelhetd, hogy a slirliség valtozas a nyird fesziiltségekre van hatdassal.
A 3.3.28-as kifejezés segitségével a mozgasegyenlet legaltaldnosabb alakja
surlédasos aramlds esetén valtozd slirliség mellett (csak az x komponens
egyenletre szoritkozva) a kbvetkez6:

dv, ov, ov, ov, oy,
=—2 4y X4y —X+y —E=

gt o *ox Yoy ‘oz

o, 2(onv, oV, o o, o o%v
+0| 2—; >+ +—= |+ t— |t =
ox~ 3| ox° oxoy oOxoz oxoy oy 0z

Lo,
p OX

9

(3.3.29)
o%v,

%)

Ha Osszehasonitjuk a fenti kifejezést az allandé s(r(iségli daramlast leird

Navier-Stokes egyenlettel (3.3.25), a kdvetkez6 eltérések tapasztalhatodk:

e v, masodik derivaltja dominansabban (4/3-os szorzdval) szerepel az
altalanos mozgasegyenletben.
e megjelennek a vegyes masodrendd derivéltak, 1/3-os szorzéval.

Az eddig targyalt egyenletekkel — bonyolultsaguk ellenére is — csak laminaris
aramlasok irhatok le teljes pontossaggal! A sebesség ndvelésével (vagy nagy
slrlségl kozeg esetén) az dramlds turbulenssé vdlik, azaz az dramvonalak
metszeni kezdik egymast.
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A sebesség vagy a s(rlség kritikus értéke az un. hasonldsagi elmélet szerint
egy dimenzid nélkili szammal (4n. Reynolds-szam) becsiilheté meg. A
Reynolds szam hengeres csében:

R_PTY
n

(3.3.30)

ahol r az dramlasi keresztmetszet sugara. Ha R értéke nagyobb, mint ~1200
az aramlds mar turbulensnek tekinthetd.

A turbulens dramlas viszonyai lényegesen kilonboznek a lamindristdl,
amelynek néhdany gyakorlati jelent6sége:

e gdaz-szildrd hatarfelileten a hdleadasi tényezé nagysagrendekkel
nagyobb turbulens dramlas esetén,

e a csovek aramlasi ellenalldsa drasztikusan novekszik, ha bennik
turbulens aramlas alakul ki (folyadékhdités).

A turbulens aramlasok vizsgdlata az daramlastanon beliil mara egy kilon
tudomdnydggd fejlédott. A turbulens dramlasok vizsgdlatdhoz - az
el6z6eken tulmenbéen — tovdbbi mddszerek is szikségesek, amelyeket a
kovetkez6 fejezetben ismertetiink.

3.3.2 Turbulens daramlasi problémak és a CFD modszer

A 3.3.1 fejezetben kizardlag a lamindris daramldsok matematikai leirasaval
foglalkoztunk, azonban a mérndki aramldstani problémak nagy része a
turbulens aramlasra vezethet6 vissza. llyenek példaul a nagysebességl
gazaramlasok, valamint a legtébb folyadékaramlas (a relative nagy s(irliség
miatt). A kovetkez6kben tekintsiink at néhany egyszerl példat az el6z6
fejezetben definialt Reynolds szam segitségével.

Szamitsuk ki a Reynolds szamot egy 100km/h-val haladé 3m hosszu autd
esetén:

v 3-27.78

v 1510° =5510°

Re
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Majd egy 10km/h-val haladé 100m hosszu tengeralattjarora:

_Lv_100-2.78

oe =27810°
L

Re

Es végil 1m/s-al folyd vizre egy 1cm atmérdj(i csGben:

_Lv_0011

v 10° =10

Re

(A szamitas soran alkalmazott kinematikai viszkozitasok: viz: 10-6 m2/s;
levegs: 1.5x10-5 m2/s.) Lathato, hogy mind a harom egyszer(i fenti példa
turbulens aramlashoz vezet (emlékezziink, hogy ha R értéke nagyobb, mint
~1200, akkor az aramlds turbulensnek tekinthet6.)

A turbulens aramldsok szemléltetésére nézzilk meg a 3.3.4 dbrat, ahol egy
fuvokabadl kilép6 aramlds sebességterét abrazoltuk. Az dbran a dominans
aramlasi irdny megfigyelheté ugyan, de a diszkrét aramvonalak mar nem
(hasonlitsuk 6ssze a 3.3.2 abraval).

cross section of a jet

3.3.4. dbra — Fuvékabdl kilép6 aramlds sebességtere.

A fent is prezentalt ,kaotikus” dramlasi kép mellett a turbulens aramldsok
tovabbi sajatossaga, hogy altaldban nagymértékben ingadoznak (idGben
még nagy elhanyagolasok mellett sem stacionariusak) és nehezen
skalazhaték, azonban a legtobb esetben az atlagmozgas (és a dominans
aramlasi irdny) jol definidlt, amit a legtobb fizikai modell ki is hasznal.
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A turbulens daramldasok modellezésének alapja az aramlasban kialakuld
orvények ,viselkedésének” leirdsa, kiulonb6z6 szinteken (részletesen
kés6bb). Az orvények kialakulasara nézziink meg egy nagyon egyszeri
aramlasi esetet, amikor lamindrisan daramlé folyadékba egy akadalyt — jelen
esetben egy gdmbot —helyeziink (3.3.5 4bra). Az akaddly mogott orvények
alakulnak ki — az dramlds turbulensé valik — a gomb el6tti homogén
sebességtér a gdbmb utan inhomogénné valik.

=3 i
—
+—
b .
= R
Q E
Sebességtér elotte Orvények

Sebességtér utana

3.3.5. 4bra — Aramlds egy gdmb korill.

A fent mar emlitett skaldzasi probléma gyakorlati jelentésége, hogy a
legkisebb 6rvény és a hossz kozti arany a kovetkez6képpen alakul:

0 ,
Haromdimenzids esetben: T ~O(Re ¥*)

) i}
Kettédimenzids esetben: T ~0O(Re™?)

Emiatt a turbulens problémak esetén, ha példaul Re=10, mar minimum 10
racspont kell legyen a modelliinkben. Ez a turbulens aramlasi modellek
komplexitasat nagysagrendekkel megnoveli, ha hasonld laminaris esetekhez
hasonlitjuk. A 3.3.1 tablazatban 6sszefoglaltuk, hogy hany racspont lenne
idedlis egy turbulens dramlasi modellben adott Reynolds szdmok esetén. A
sok esetben millids racspont-szilkséglet még a mai modern
szamitastechnikat is komoly feladat elé allitja, igy a turbulens aramldsok
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numerikus modellezése — a relative nagy komplexitdsuk miatt — csak az
elmult 20 évben kapott lendiiletet.

3.3.1. tdblazat — Racspont sziikséglet adott Reynolds szamokhoz.

Re 3D 2D
1000 ~300° ~100°
10000 ~2000° ~300°
10000 ~10000° ~1000°

A turbulens dramlasok vizsgdlatdra manapsdg legelterjedtebb
eszkdzrendszer az Un. CFD (Computional Flid Dynamics) médszerek. A CFD
eszkdztara hdrom f6 csoportra oszthato:

e RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes) moddszer: ennél a
maddszernél csak az atlagmozgast szamitottuk, a fluktuaciét
modellezzik.

e LES (Large Eddy Simulations) mddszer: ennél a modszernél a nagyobb
orvényeket teljesen kiszamoljuk, a kisebbeket csak modellezziik.

e DNS (Direct Numerical Simulations) mddszer: ennél a mddszernél a
teljes aramldsi teret szamitjuk, minden hossz és id6 skalan.

A fenti mddszerek komplexitasa fentrdl lefelé haladva egyre névekszik. A
DNS moédszeré altaldban mar olyan nagy, hogy szinte csak nagymértékben
szegmentalt ,részaramldsok” szamitdsara hasznaljak, teljes aramlasi terekre
nem.

A kovetkez6kben mi csak a mérnoki gyakorlatban leginkabb elterjedt RANS
modszerre koncentrdlunk. A RANS moddszer esetén az atlagos mozgas
szamitasahoz a Navier-Stokes egyenletek atlagolasa sziikséges. Ehhez a
sebességet és a tObbi valtozot dekomponadljuk egy atlag és egy fluktudlo
részre:

a=A+a' (3.3.31)

ahol a nagybet(s rész az atlag, a vessz8s pedig a fluktudld rész. Definidljunk
hely, id6 és altalanos atlagolast, amelyek mindegyike kielégiti a kovetkezé
feltételeket (hasznaljuk ,<>" az atlagolas jeleként a kovetkezGkben):
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{

(@)=

§a+>b> =A+B (3.3.32)
ca)=CcA

(Va)=VA

A kulonféle atlagolasi mddszerek funkcidja a kdvetkez6:

e homogén turbulens dramlasra a hely szerinti atlagolas alkalmazhaté:

L
(a)= [ adx (3.3.33)
0

e |d6ben dllandd turbulens aramldsra az id6 szerinti atlagolas
alkalmazhato:

)
(a)= jadt (3.3.34)
0

e Altaldnos esetben pedig (ha az el6z8 két feltétel egyike sem all fenn),
az altalanos atlagolas alkalmazanda:

(a)=>a,(xt) (3.3.35)

A Navier-Stokes egyenlet vektorialis alakjabdl kiindulva:

§U+Vuu= —EVp+uV2u (3.3.36)

P

ahol u a sebesség x komponense. Az el6z6ekben targyaltak szerint
dekomponaljuk a sebességet és a nyomast:

%U +VUU = -EVP +uV2U +(u'u’) (3.3.36)

P

ahol az un. Reynolds stress tenzort a kovetkez6képpen értelmezziik:
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(uu)=|(u'v) (v'v))  (v'w) (3.3.37)

A Reynolds stressz fizikai értelmezése a gyorsan és lassan mozgd részecskék
kdzotti momentum transzfer az aramlé kdzegben (3.3.5 dbra)

<uv> Gyorsan mozgo
részecske

HAlO = o= o o o o o o o o o o o o o Momentum
transzfer

Lassan mozgo
részecske

3.3.6. abra — A Reynolds stressz tenzor értelmezése.

A turbulens daramldsok vizsgalatdnak f6 problémaja, hogy csak egy
egyenlettel rendelkeziink az 4tlagsebességre (Navier-Stokes), ezért a
Reynolds stress tenzort is ahhoz kellene kapcsolni (Iasd 3.3.36-0s kifejezés).
Erre sajnos nincs rigordzus megoldas.

A dolog megolddsahoz vezessiik be a ,turbulens 6rvény viszkozitast”:

;Y
oX. OX

] 1

(u'u')ij =0, (3.3.38)

A 3.3.38-as kifejezés megoldasara tébb maddszer is létezik, amelyeket az
alkalmazott valtozék szama alapjan csoportositunk.

Nullavaltozds megolddsok koziil néhany a teljesség igénye nélkil:

du

— (3.3.39)

Prandtl kevert hossz: U =1, dy
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a2 — 1({8U. oU.
Smagorinsky model: Uy = |02 25” Sij . Sij ——(—'4‘—]] (3.3.40)
( ) 2\ ox; O
Baldvin-L del: v IZ(ZaTaT)m' o; 1(%' aU’} (3.3.41)
aldvin-Lomaz model: Uy =1, L) Oy = 3.
I ) 2 axj 8Xi
Egyvaltozos megoldas: v; = k"t (3.3.42)

Ahol k egy Ujabb valtozd, aminek az idébeli és hely szerinti valtozasat egy
Ujabb egyenlettel irjuk le.

A null és egyvaltozdés megoldasok problémdja az, hogy az |y és to értékek
nem univerzélisak, hanem altaldban tapasztalat alapjan becsiilt értékek. igy

4

a RANS moddszer megfelel6 alkalmazasdhoz minimum két ,u0j” valtozd

bevezetése szlikséges.

Két vdltozés megoldds: A turbulencia karakterizdldsdahoz megfelel6 lenne a
sebesség fluktuacid nagysagrendjének meghatdrozdsa. Izotrép turbulencia
esetén erre a célra a turbulens kinetikus energia hasznalhato:

k :%(<u'u'>+<v'v'>+(w'w'>) (3.3.43)

Sajnos turbulens kinetikus energia nem teszt kiilonbséget a kicsi és a nagy
orvények kozott. Energia szempontjabdl tobb kis 6rvény egyenld lehet egy
naggyal (3.3.7 abra).

G G
G G

3.3.7. dbra — Kis és nagy orvények.

igy a kis és nagy orvények megkilonboztetésére egy plusz véltozd
sziikséges! A kis orvények jellegzetes tulajdonsaga, hogy sokkal hamarabb
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eltlinnek, mint a nagyok, ezért a jellemzésiikre megfelel6 az un. ,turbulens
disszipacids rata”:

g=v( MM 33.44
ox;0, (3:3.44)

A fent definidlt két ,,0j” valtozd segitségével a turbulens drvény viszkozitds a
kovetkez6képpen alakul:
k2
UT = C/.l —_— (33.45)
£

ahol C, egy konstans. Az el6z6ekben targyalt mddszer elnevezése: k-g
modelit.

A korabbiakban felirt RANS egyenlet a k-¢ mddszer segitségével a
kovetkez6képpen mddosul:

%U +VUU :-EVP+(U+UT)V2U (3.3.46)

P

Altaldnos formaban a k és € véltozok egyenletei a kdvetkezdk:

gt—k+u -Vk =|V - D, VK + keletkezés — disszpacio
e (3.3.47)
E+U Ve qV-D, Ve +keletkezés — disszpacio

amelyben a téglalappal kiemeltiik a modellezendd részeket. A k-¢ modell
teljes matematikai alakja a kovetkez§:

dk oU.

—=V(v+Cu, )VkK—7, — -

dt (04 Coor )V =, oX, ¢

de .U g (3.3.48)
—=V:(v+Cu; )Ve+C,—7, — -C, —

g VoG VerCon 7=

69



a2 Y
ahol 7j; =<Ui U; >:§k5ll —U; (a—xj'Fa—XJ (3.3.49)

1
és az egyiitthatok: C, =0.09; C,=1 C,=0.769;, C,=144; C,=1.92.

A fenti egyitthatok elég altaldnosan alkalmazhatok. Specidlis problémadk
esetén el6fordul, hogy sziikséges a méréssel torténé meghatdrozasuk, illetve
pontositasuk. A 3.3.48-es egyenletek jobb oldali tagjainak a fizikai
értelmezése a kovetkez6:

e elsé tag: turbulens transzport
e masodik tag: orvények keletkezése
e harmadik tag: 6rvények disszipacidja

A k- modell segitségével nem csak az anyag, hanem egyidejlileg az energia
transzport folyamatok is jol leirhatdk. A mérndki gyakorlatban gyakoriak az
ilyen jellegl feladatok, mint példaul a kényszer konvekciés hités,
folyadékhlités, stb.

Turbulens dramldsban az energia transzport teljesen analég maddon
megoldhaté:

£+ VuT = aV?T
ot

(3.3.50)
?wu (T)=aV*(T)-V(UT)
ahol u=U+u; T=(T)+T' (3.3.51)

és a a termikus diffuzidos 4dllanddé. A gradiens transzport hipotézisre
tdmaszkodva altaldban alkalmazhatd a kévetkezd kozelités:

(UT)~ e, V(T) (3.3.52)

A k-g modell alkalmazasa soran a modell viszonylagos egyszer(isége miatt
néhany problém felmerilhet:
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e Az egyenletek az dramlds bizonyos régidiban ,merevvé” valhatnak,
ami miatt nagyon kicsi id6lépés szikséges. (ez a jelenség implicit
sémak alkalmazdasdval orvosolhaté.)

e A valdsagban, a falak kozelében k nulldahoz tart. A szimulacidkban ez
a falhoz kozeledve torténik, amit a racsozas altaldban nem tud
lekezelni. (ez a jelenség az un. ,fal flggvény” alkalmazdasdval
orvosolhaté a dolog.)

A fentiekben ismertetett k-¢ modell mellett mas kétvaltozés RANS
modszerek is 1éteznek. A teljesség igénye nélkil néhany ilyen: RNG k-g, nem
linaris k-¢, k-w, k-lp, k-enstropy, stb..

3.3.3 Aramlastani hiitési megoldasok

Az elektronikus daramkorokben és az elektronikai technolégidban az
aramlastannak leginkabb a készlilékek h(itésében van jelent6s szerepe. (Ez
alél talan csak a kényszer konvekcids reflow kemencék a kivételek.) Az
aramlastani modellezés szerepe a fent targyaltakban:

o Atérfogategységre vonatkozd disszipalt teljesitmény rohamos
novekedése,
e hdvezetd anyagok:
o fejlesztésiik nem jellemzg,
o nem ez a szlk keresztmetszet,
e hiitési megolddsok:
o Iéghiités: az dr és a felépités bonyolultsaga hattérbe szorul a
teljesitmény mellett,
o folyadékhdités elterjedése, tovabbfejlesztése,
o kompresszoros hiités,
o fdzisatalakuldsra épiil6, aktiv hiités,
o funkcidk 6sszevonasa a késziiléken belil,
e modellezés alkalmazdasa (0kolszabalyok helyett).

A fenti felsorolasbdl a kovetkez6kben a teriiletiinket leginkabb érinté hitési
megoldasokra koncentralunk. Manapsag a legegyszer(ibb h(itési megoldas a
hit6lemezek (3.3.8 dbra) és a h(t6bordak (3.3.9 abra) alkalmazdsa. A
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hitélemez altalaban tobb feladatot is ellat (féleg a kompakt késziilékeknél),
s6t, sok esetben a h(ités nem is elsGdleges szerepe, hanem egy arnyékold,
vagy szerkezeti elemet hasznalnak hitésre is.

3.3.8. abra — H{t6lemez.

A h(it6bordaval torténé h(ités megvaldsitdasdanak szempontjai a kovetkezSk:

e ahét jellemzéen kis felliletrdl kell elvezetni,

e lehetébleg nagy feliileten kell leadni,

e termikus ellendllast minimalizalni kell,

e amegoldas legyen gazdasagos (anyag, megmunkalas),
e hdleadast mesterséges konvekcioval javitani lehet.

A 3.3.8-as abran egy klasszikus hltébordat mutatunk. A ,klasszikus”
hlt6bordak két f6 részbdl dlinak (Ujabb bordaknal is megtalalhatjuk ezt a két
részt, ha nem is ilyen formdaban): a talpbdl, amely a hiitendd elemhez
kapcsolodik, és a lamellakbdl, amelyek a hét leadjak a gaz/folyadék felé.

3.3.9. abra — Klasszikus h(itéborda.

A h(it6bordadk tervezésénél a kovetkez6 ,pro-kontra” tényeket kell
figyelembe vennink a lamelldkra nézve:
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e nagyobb feliilet => nagyobb héleadas,

e nagyobb feliilet => nagyobb hd&ellenillas,

e kisebb vastagsdg => nagyobb feliilet,

e kisebb vastagsdg => nagyobb héellenallas,

e kisebb vastagsag => nehezebb megvaldsithatdsag.

valamint a talpra nézve:

e mérete igazodik a hlitendd felllethez,
e vastagabb talp => nagyobb hékapacitds, jobb héelosztas
e vastagabb talp => nagyobb héellendll3s.

A felsoroldsokbdl lathatd, hogy a talp és a lamelldk esetében is a kiilénb6z6
szempontok ellentmonddsba kerilhetnek egymassal. A hiit6bordak
megjelenési formai rendkiviil valtozatosak, ez kdszonhetd egyrészt annak,
hogy adott kovetelményt kielégité megoldas végtelen sok lehet, masrészt
annak, hogy egy adott h(it6borda egyetlen adott h6aram, h6mérséklet, gaz
(nyomas, dramldsi tér...) esetén mlkodik optimalisan.

A h(it6lemezek és bordak alapanyaga daltaldban aluminium vagy réz. Mindkét
anyagnak vannak el6nyei és hatranyai is, ezért nem lehet kijelenteni, hogy
barmelyik jobb lenne a masiknal.

Az aluminium tulajdonsagai:

e olcsg,
e koénnyen megmunkalhato,
e j6 héleadas.

A vorosréz tulajdonsagai:

magasabb 4r,

nehezen megmunkalhatg,

jobb hévezetSképesség,

rosszabb héleadas,

A fenti két anyag mellett mas anyagokbdl is lehet bordat késziteni, pl.
ezlstbél, fémhabbdl, szénszalas kompozitokbdl, migyémantbdl, azonban a
jelent6sen magasabb koltségek miatt tomegtermékbe ilyen borda csak
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elvétve kerul beszerelésre. A fenti anyagok h6vezet6 képességét a 3.3.10-es
abran foglaltuk Ossze.

X
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3.3.10. abra — H(it6borda anyagok.

A borddk héleadasi tényezgjét ventilatorok segitségével ndvelhetjik (ezzel
parhuzamosan a hd@szallitas mértéke is jelent6sen ng, a két jelenség nem
Osszekeverend@!). Természetes konvekcid esetén a hdéleadasi tényez6
értéke ~20 W/m?K, ventilatorral ez ~200 W/m?*K -ig is novelhetd.

A mar emlitett okon kivil ebbe (f6leg a PC-k esetében) a divatirdnyzatok is
beleszélnak, és el6fordul, hogy a borda killeme a termikus tulajdonsagok
rovasara megy. A legegyszerlbb bordak aluminiumbdl késziilnek, a jobb
mindséget az elvékonyodd bordakrél lehet megismerni. A gyarté megadja a
borda termikus ellenalldsat a hossz fliggvényében, ezt figyelembe véve lehet
legyartani a megfelel6 méretet. A borda héleadasat a lamelldk fellletének
megnovelésével és a felllet eloxdlasaval lehet javitani, ez természetesen
noveli a borda darat. A vizszintes talppal beszerelt bordaknal indokolt a
kereszthornyok készitése, szintén az ar rovasara. Ezek a bordak egy tombbdl
késziilnek a termikus ellendllds minimalizaldasa érdekében, viszont igy
bonyolultabb alakzatok, vagy vékony lamelldk kialakitdsa nem lehetséges.
Vékony lamellat kialakitani lemezbdl lehet, ezt viszont mar csak
csavarkotéssel lehet a hi{téborda tombjéhez szoritani. A feliilet ezzel
novekszik, a borda hdGellendlldsa viszont né. A szerelt bordak kozott
elterjedtek az un. betétes borddk, melyek a réz és az aluminium el6nyét
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egyesitik: a borda talpa és belsé része rézbdl, kilsé része aluminiumbdl
készil. Megfelel§ gyartastechnoldgidval biztosithatd a két anyag kozott a kis
termikus ellenallas, azonban az ilyen borda a tomor réznél is magasabb arral
rendelkezik. A 3.3.10 abran a fentiekben targyalt, kilonféle hlit6bordakat
prezentaljuk.

Egyszerlaluminiumborda: Tovabbfejlesztettlamellak: Kereszthornyos:

Eloxalas » B
Elvékonyodo lamellak MagnCuelrfeiiliet

Szereltborda, lemez lamellakkal: Betétes borda:

Lamellak
.' ; » Hévezetd
B o) " cSOVek
S
Talp

Réz betét (talp), aluminium lamellak

3.3.10. dbra — Kulonboz6 hiit6bordak.

A fentiekben targyalt hitébordas h(itésnél modernebbek és nagyobb
hatdsfokuak, az un. folyadékhiitési megoldasok. A folyadékh(itések
kifejlesztésének f6 motivacidjat két tény szolgdltatta:

1. A folyadékok fajh6je nagyobb a gdzokéndl, ezért azonos térfogatu
folyadék nagyobb hémennyiséget képes elszallitani (példaként a
levegéb fajhdje : 0,001 Jem3KY, mig a vizé: 4 Jem™K?h).

2. A folyadékok hévezetési tényezGje nagyobb a gdzokéndl (levegs
fajlagos hévezetése: 0,026 W.m™*.K*, mig vizé: 0,61 W.m™.K?), ezért
a hatarfellletek héleadasi tényezGje folyadékhtités esetén nagyobb
(levegSben: 20...200 W.m2.K ™, vizben: 500...10000 W.m™.K}).

A folyadékh(tések f6 jellemzdi:

e nagy hitési teljesitmény és alacsonyabb h6mérséklet érheté el
(léghtitéshez képest),
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e alacsony mikodési zaj,

e hosszu élettartam, megbizhaté m(ikodés, zart rendszer (kdrnyezetbdl
szennyezés nem jut be),

e megvaldsitdsa, gyartdsa korilményesebb,

e mérete, tOmege nagy, razas-, itésallésaga kicsi.

A folyadékh(tésnek két f6 megvaldsitasi formaja létezik: a indirekt és az
direkt folyadékhdités.

Indirekt folyadékhiités esetén a hiit6folyadék kozvetlenll nem érintkezik a
hitott elektronikus alkatrészekkel. A rendszer harom fé elembdl all (3.3.11
abra), amelyek:

e ahdcserél6, amely biztositja a h(itott alkatrészrél a hé atadasat a
folyadéknak majd a kornyezet felé egy hiit6rendszer segitségével
(Iényeges a folyadék és az alkatrész kozotti nagyon jé h6atadas
biztositasa),

e atagulasi tartaly, amely lehet6vé teszi a felmelegedett folyadék
tagulasat a zart rendszerben,

e és afolyadékpumpa, amely a folyadékot keringeti a zart rendszerben
és ezdltal biztositja a h6 elszallitasat az alkatrésztdl a hltérendszer
felé.

Felépitése:
T —
| ———

Hécseréld Hécseréld Tagulasi
tartaly

Folyadékpumpa
Csatlakozasok

~
Csatornak < 4 %
2

\\. - 2

Ventilator (opcionalis)

Tomités—

/ % < o
Réz talp Cs6meander aluminium
lamellakkal

3.3.11. dbra — Indirekt folyadékh(ités megvaldsitasa.
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Az indirekt h(ités az elmult években a nagy teljesitmény(, professzionalis
készilékekbdl (pl. szuperszamitdgépek, kapcsolékdzpontok) eljutott a
tomegtermékekbe is (pl. PC). Felhaszndldi szempontbdl a legnyilvanvalobb
elénye az alacsony mi(ikodési zaj. Megvaldsitdsa — mivel a rendszer
alkotéelemei tomegtermékké valtak — viszonylag egyszer( (a kovetkezékben
bemutatasra keril6 direkt hlitéshez képest).

Direkt folyadékhiités esetén a hdGcserélé elhagydsaval a hiit6folyadék
kdzvetlen érintkezésbe keriil a h(itott alkatrészekkel. A rendszer jellemzdi,
hogy:
e a kozvetlen érintkezés miatt az alkatrészek és a h(it6folyadék kozott
a termikus ellenallas drasztikusan csokken,
e a kozvetlen érintkezés miatt a hlt6éfolyadék csak elektromosan
szigetel6 lehet,
e arendszer megvaldsitasa rendkivil kériilményes.

A 3.3.12 dbran két példaval illusztraljuk a direkt folyadékh(ités mlikodését.

| Alkatrészhﬁtés* | Részegyséq, szerelélemez hﬁtésé:

hiitéfolyadek I
tartaly =EVE| vz

hiitdékbzege viz

nyitott rendsze/
részegysegek/ f Y 1 ]
szerel6lemezek

3 Szekunder kér,
csatlakozok

Primer kor,
f Y 1 hiitdkozege vill.
Jgrrrii ] L ok szigeteld,
tokozas chip-ek hiitdfolyadél M I [L—_. zart rendszer

hocseréld pumpa

3.3.12. dbra — Direkt folyadékh(ités megvaldsitasa alkatrész és szerel6lemez
hitése esetén.

A direkt folyadékh(ités jelenleg csak professzionalis, nagyteljesitményl
késziilékekben talalhatd meg a megvaldsitds nehézségei miatt.
Alkatrészh(ités esetén az alkatrésztok specidlis kialakitast igényel, az ilyen
tokozas nem tomegtermék. A részegységek/szerel6lemezek hiitése esetén a
pluszban alkalmazott hé&cserélé (3.3.12) jelentGsége az, hogy a
megnovekedett hlitend§ térfogat ellenére a h(it6kdzeg mennyisége
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csokkenthet6 legyen. Mindkét esetben problémat jelent a megfeleld
mindGségl hiitékozeg, melynek nagyon jé villamos szigeteld tulajdonsagokkal
kell rendelkeznie, esetleges vezetS szennyezddést csak nagyon kis ardnyban
tartalmazhat. A rendszer kornyezettdl valo szigetelése nagy fontossaggal bir,
mert altaldban a h(t6kozegek vizmegkoté képessége nagy, a viztartalom
pedig drasztikusan rontja szigetel6képességiiket.

A folyadékh(téseknél még nagyobb hatdsfokot lehet elérni az dn.
fazisatalakuldsos hiités alkalmazasaval. Kifejlesztésiik motivacidjat az adta,
hogy a folyadékok elforraldsaval nagyobb hét lehet elvonni, mint az
aramoltatdsukkal, példdul 1 kg viz 20-100°C-ra melegitése 0,335 MJ energiat
igényel, még az elforralasa 2,26 MJ energiat igényel.

A fazisatalakuldsos hiités megvaldsitasi lehetdségei a kovetkezbk:

o direkt:
o folyadéktartaly gaztérrel:
= kils6 lecsapatdssal,
= belsd lecsapatassal,
o folyadékkal feltoltott tartaly:
= |ecsapatodval,
= h(tott fallal.
e indirekt (heat pipe, tomegtermékekben a legelterjedtebb).

A 3.3.13 3bran a direkt megvaldsitasi lehetéségeket illusztraljuk fentrél
lefelé és balrdl jobbra: folyadéktartaly gaztérrel és kiils6 lecsapatdssal;
folyadéktartaly gaztérrel és bels6 lecsapatassal; folyadékkal feltoltott tartaly
és lecsapatoval; folyadékkal feltoltott tartaly és hiitott fallal.

A direkt verzidk megvaldsitdsa azonban rendkiviil kériilményes, ezért nem
mondhaté elterjedtnek még a professzionadlis késziilékek esetében sem. A
nyomas alatt |évé tartdllyal rendelkezé (3.3.13 alsé dbrdk) megoldasok nem
tévesztendSk 0Ossze a folyadékh(téssel, ugyanis ebben az esetben a
folyadék forrasba jon, a hét a gyorsan mozgd buborékok szallitjak. A
megfelel6 h(it6kozeg megtalaldsa még a direkt folyadékh(itésnél is
nehezebb feladat, mert ebben az esetben a megfelel§ forrdspontot is
biztositani kell (ami bizonyos hatarok kozott a nyomassal is szabalyozhato).
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1] , 4 hiitéborda ventilatorral

hiitéviz
szelep— \
lecsapaté -
P g ot gt ™ |
gozteé
hitéfolyade
szereldlemeze
nyomas- sl . »
kiegyenlitd lecsapato hutott tartalyfal ventilator

N B S,

-

Ic p—

I
IIITIIIII

hiitoviz \

&

3.3.13. dbra — Direkt fazisatalakulasos h(itési megoldasok.

Ellentétben a direkt fazisatalakuldsos hltéssel, az indirekt megoldds nagy
népszerlségnek orvend. A fazisatalakuldasos h(tés indirekt, kompakt
megvaldsitasi formaja a h6vezet6 cs6 (uUn. ,heat pipe”), mely népszerliségét
a rendkivil nagy hévezetd képességének és az ehhez mérten egyszerd
kialakitdsanak és alacsony aranak kdszonheti.

porozus fal MiikGdési elv:
talp
parolgas g6z utja lecsapodas

folyadék utja
R R ——

A csében uralkodé_nyomés szerepe:
1

Forraspont, °C

disszipald ]
alkatrész fal hiitéborda

porézus

20 40 &0 80 100 120
Nyomas, kPa

3.3.14. dbra — Az indirekt fazisatalakuldsos (heat pipe) hiités mikodése.
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Az eszkdz mikodését a 3.3.14 abra illusztrdlja. Az eszkéz egy réz csébdél
(melynek belsé falat maratassal pordézussa teszik), az egyik végén elhelyezett
talpbdl és a masik oldalra szerelt h(it6bordabdl all. A csében a légkorinél
alacsonyabb nyomas uralkodik, mivel a nyomds csokkenésével csokken a viz
forraspontja (lasd a grafikonon), és kis mennyiségli vizet tartalmaz. A talp
melegitése esetén a viz elparolog (ezaltal jelentés hé6t von el), a gbz
végighalad a csévon, a bordandl lecsapddik, a viz pedig a pordzus fellileten
visszaszivarog a talphoz.

A rendszer hévezet6képessége 100...1000-szer akkora, mint a rézé, és
jelenleg ismert mar a flexibilis csével szerelt vdltozata is. A heat pipe
leggyakrabban két formaban jelenik meg: hlit6bordakban a talp és a tomb
kivaltdsaként, vagy klasszikus formajaban, ha egy késziilékben kis helyen,
nagyobb tavolsagra kell h6t elvezetni (pl. notebook). A 3.3.15 abra kiilonféle
heat pipe alkalmazdsokat illusztral.

Lamellak

Hovezetd csove

Talp

Borda kiilonb6z6 talpakkal:

normal: rézbetétes: hocsoves:

Aluminium
lamellak

Talp

3.3.15. abra — Kildnféle heat pipe alkalmazasok.
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A 3.3. fejezet ellen6rzé kérdései:

©® N Uk wN R

10.
11.

12.
13.
14.

Adja meg az aramlasi problémak tipikus csoportositasi lehet&ségeit.
Definialja a kontinuitasi tételt!

Mit jelent egy aramlasi jellemzd lokalis és konvektiv megvaltozasa?
Hogyan irhato le a staciondarius surlédasmentes aramlas?

Hogyan irhato le az instaciondrius surlédasmentes aramlas?

Hogyan irhato le a surlédasos dramlds allandé sdrlség mellett?
Hogyan irhato le a surlddasos aramlas valtozoé sirliség mellett?
Ismertesse a turbulens aramldsi problémat és a CFD moddszerek
lényegét!

Mutassa be a RANS mddszert!

Ismertesse a turbulens orvény viszkozitast és a k-e modell Iényegét!
Hidrodinamika szerepe az elektronikai készllékek mikddésében,
modellezd/tervezs eszkdzok megjelenésének okai.

,Klasszikus” h(it6borda tervezési szempontjai.

Folyadékh(tés jellemzdi, megvaldsitasi formai.

Fazisatalakulds jelenségére épuldé hités jellemz6i, megvaldsitasi
formai.
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3.4. Aramkorok modellezése

Az aramkorok tervezésével és modellezésével foglalkozd szoftver eszkdzok
mar a szamitastechnika héskoraban megjelentek és a rohamosan novekvé
igények miatt mara mar igen valtozatos skalan taldlunk magas szinten
automatizalt tervez6 és szimulacids rendszereket. Léteznek olyan szintézis
programok is, amelyek csak egy-egy aramkor kategoria alkalmazhatdk,
valamint emellett teljes szimuldciés program csaladok is.

Az dramkori szimulacidk helyét egy aramkor megvaldsitdsa sordn a 3.4.1
abran szemléltetett, jobb oldali ,,process flow” jeldli. (Baloldalon a klasszikus
— szimuldciot modellez6 — megvalédsitasi folyamat |athatd). Figyeljik meg,
hogy az dramkori szimulacidk beiktatasdval egy Ujabb visszacsatol3si
lehet6ség keletkezett az aramkorok tervezése sordn, ami nagy jelentGséggel
bir.

Specifikacid
> Tervezés <
Specifikacié \l'
.l, Szimulacié
Tervezés < \L
l { g Vizsgalat -
Prototipus ,l,
l Prototipus
Mérés o *l'
— Meérés

3.4.1. 4bra — Aramkéri szimulacié helye az dramkéri megvaldsitas soran.

Ugyanis ha még a koltséges prototipusgyartas el6tt kapunk visszajelzést a
készil6 aramkor mikodésérdl és esetleges hibairdl, akkor jelentds koltséget
takarithatunk meg.
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Az aramkori szimulacidos programok torténetének fébb mérfoldkovei a

kovetkezok:

1960-as évek vége, Berkeley egyetem: CANCER (Computer Analysis
of Nonlinear Circuits, Excluding Radiation ),

1970-es évek eleje: SPICE (Simulation Program with Integrated
Circuit Emphasis),

1970-es évek kozepe: SPICE 2, és kés6bb tovabbi kilénb6zé SPICE
implementaciodk,

1984: els6 PC-s verzidé megjelenése.

Az dramkori szimuldcidkat tobb szempont szerint is szokds csoportositani.

Lehetséges csoportositas az dramkdr megvaldsulasa szerint:

Az

Aramkér vizsgalata megépités el6tt:
o aramkor felépitése,
o alkatrészek kivdlasztasa.
Meglévé aramkorok mdkodési vizsgdlata kilonb6z6 korilmények
kozott:
hémérséklet,
tolerancia,
frekvencia,
zaj,
stb...

o O O O

aramkori  szimulaciok fontosabb  tipusai a funkcid szerinti

csoportositasnak megfelel6en:

munkapont szamitasa,

transzfer karakterisztika,
érzékenység analizis,

tranziens analizis,

torzitas szamitasa,
paramétervizsgdlat,

statisztikai analizis,

kisjeld atviteli fliggvény szamitasa.
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A 3.4.2 abran szemléltetjik az aramkori

modellez6

rendszerek elvi

felépitését. A modellezendd aramkorben el8szor a Netlist segitségével

megvizsgaljuk az &sszekapcsolasi
felbontott aramkorbdl

kényszereket (3.4.3 4dbra),

majd a

generdljuk az allapotvaltozékat és a haldzati

egyenleteket. Ezutan kovetkezik az egyenletek megolddsa, amely lépés

tovabbi bemené paraméterei: az alkalmazott alkatrés modellek, a kezdeti

feltételek és peremfeltételek (pl. h6mérséklet, terhelés, stb.).

Vezérld utasitasok
(kezdeti- és peremfeltetelek)

Aramkor

|

Netlist
(6sszekapcsolasi kényszerek)

Halézati egyenletek
vagy allapotvaltozdok

\ Egyenletek megoldasa

|

Eredmények

Alkatrészek modelljei
(karakterisztikak)

/

Szimulaciés mag

3.4.2. dbra — Aramkéri szimulacié helye az aramkdri megvaldsitds soran.

* source EROSITO
N00372 N00B50 100k | .

0 N00372 20k o Flaa
N00552 NOOB50 10k o o 371 .

- 1IN I‘_
VOFF 0 10 222070
FREQ = 1000 = Ri R4 = RS
mo? 20k w T C2 100K

10n

R_R1
R_R2
R_R3
V_Vv4

+SINO 11000000

R_R4
R_R5
C_C1
c_C2
c_C3
Q_Q1
v_vce
V_V2

INO

W2
Mg

=
vz WAPL = 1

0 N00515 2k

15—

0 OUT 100k

IN NO0372 10u o

N00552 OUT 10u

0 NO0515 10u

NO0552N00372N00515Q2N2222/27C
NO06500 15Vdc

M_UNO0010 DC 0Vdc AC 1Vac

3.4.3. dbra — Netlist elGallitasa.

A 3.4.2. abran lathaté, hogy a Netlist elkészitése, valamint a vezérl6
utasitasok (kezdeti és peremfeltétek) altaldban nem képezik az aramkori
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modellez6 rendszer szerves részét. (Netlist példaul az 0Osszes
aramkortervezé rendszer segitségével generdlhatd, amivel aztdn a
modellezé rendszerek képesek dolgozni.)

Az alkalmazhaté alkatrész modelleket a kdvetkezd csoportokba soroljuk:

e Passziv elemek:

o koncentralt paraméter(i modellek: R, L, C,

o elosztott paraméterl modellek: pl. tdpvonal,
e generatorok:

o fesziiltséggenerator,

o daramgenerator,
e aktiv, félvezet6 elemek:

o didda,

o bipolaris tranzisztor,

o térvezérlésl tranzisztor.

A rendelkezésiinkre allé megoldasi moédszerek a kovetkez6k:

e (Csomodponti potencidlok moddszere: amely sordan a hdldzat
csoméponti fesziiltségeit egy vdlasztott referencidhoz képest
vizsgdljuk. A mddszer elénye, hogy egyszerlien és konnyen
eléallithatd egyenletekre vezet, viszont az ismeretlenek szama nagy.

e Hurokdramok moddszere: az el6z6vel analég, csak nem a
csomépontokat, hanem a haldzat dgaiban folyd aramokat vizsgaljuk.

e Allapotvaltozok mddszere: az allapotvaltozdkat vizsgaljuk (pl.
kapacitdsok toltése, induktivitasok fluxusa, stb). A moddszer
implementalds nehezebb ez el6bbieknél, viszont az ismeretlenek

szama joval kevesebb.

A kovetkez6kben tekintslik at az osszekapcsolasi kényszerek és haldzati
egyenletek kezelését. Nézzik meg a 3.4.4 dabran lathatd halézatot. A
halézatot leird egyenletet alakitsuk at a kovetkez6 matrixos alakra:

;=YY U —> 1=Y.U (3.4.1)
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n-pélus — 2
%
.
|0T | '1\ 1
0
Uy U, Uy, A Uns

PP

3.4.4. dbra — Példahalozat 1.

3.4.1-ben Y az un. adminttanciamatrix, ami tartalmazza a linearis tagokat és
a passziv n-polus aramait (ha létezik):

Io :Yoo 'Uo +Y01 'U1 +"'+Y0,n—1 'Un—1
|1 :Ylo 'Uo +Y11 'Ul +"'+Y1,n—1 'Un—1

(3.4.2)
In—l :Yn—l,o 'UO +Y,

n-11

U, +..4Y,

n-1,n-1"

U

n-1

Majd allitsuk el6 a definit admittanciamatrixot ((M-1) sor és oszlop) a 3.4.5
abran [athaté mdédon:

n-1
=2 U, (3.4.3)
s=1

=Y, U +Y, U, +...+Y1'n_1 ‘U,
l,=Y,-U+Y, U, +...+Y2m_l ‘U,
(3.4.4)

In—l = Yn—l,l 'U1 +Y

n

-1,2 'Uz +.. +Yn—1,n—1 .Un—l
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|
0

!

Referencia (fold), Un =

3.4.5. dbra — Példahaldzat 2.

Természetesen a fenti moddszer impedancidk alkalmazdsa mellett is
mukodik:

n—

1
U=22, (3.4.5)

j=
ahol mindig igaz, hogy:

n="

1
2, Yy =E, (3.4.6)

j=

Az el6z8ekben bemutatottakra nézziink egy egyszer(i példat. Allitsuk el6 a
3.4.6 abran lathaté halézat admittanciamatrixat. (A példa csak formalis,
hiszen ebben a halézatban minden aram és feszlltség zérus). A haldzati
egyenletek a kovetkez6k:

(Ul_o)'y3+(U1_U2)'y1
(Uz _0)' Ys +(U2 _Ul)'Y1+(U2 _Us)'YZ
(UB—O)-y4+(U3—U2)-y2

Il

I2

l5
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y3 y4
— N ANA—

-0
3.4.5. dbra — Példahaldzat 3.

Az admittanciamatrix pedig:

I, Y, + Y, -V, 0 U,
|2 = N YitY,tYs =Y, | Uz
Is 0 _Y2 Y2+y4 U3

A kovetkez6kben tekintsiik at, hogyan lehet az admittanciamatrix el6allitasat
automatizdlni. Az admittanciamatrix automatikusan négy |épésben
generalhato:

1. Ures halézat admittanciamatrixanak elemei 0-k.
2. Ha a halézat egy G vezetést tartalmaz a k. és a v. csomdpontok
kozott, akkor az admittanciamatrix:

Y, =
Bk, +G -G
V.| -G +G
K. w.

3. Ha a haldzat egy S meredekség( feszlltségvezérelt aramgenerdatort
tartalmaz, amely (elGjelhelyesen) az ik. és iv. csomépontok kozott
helyezkedik el, és a vezérl6 ag a vk. és vv. csomdpontok kozott van:
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Bk, S +S
iv.| +S =S|
w. VK.

4. Ha két halézatot parhuzamosan kapcsolunk, az admittanciamatrixaik
elemenként 6sszegzédnek.

Tehat az admittanciamatrix automatikus elGallitdsanak algoritmusa soran
egy lres halézatbdl (nulla matrix) indulunk ki, majd az elemeket egyenként
beépitjik a hdlézatba (a matrixba beirjuk a megfeleld R és S értékeket).

Haldzati topoldgia kezelése az un. incidenciamadtrix (K) segitségével is
lehetséges. Az incidenciamatrix minden oszlopa egy élhez tartozik. Minden
oszlopban egy +1-es és egy —1-es szerepel, a tobbi helyen nulldk. Minden sor
pedig egy csucshoz tartozik. Ha az i-edik csucsbdl megy ki a k-adik él (vagyis
k tove éppen i), akkor lix = -1. Ha az i-edik csucsba megy be a k-adik él
(vagyis k feje éppen i), akkor I; = +1. Ha az i-edik csucs se nem tove, se nem
feje a k-adik élnek, akkor li,k = 0. Az (indefinit) incidenciamatrix egy oszlop
torlésével (0.) tehetd definitté.

Tekintslik at a 3.4.6 abran [athatd példat és irjuk fel az incidenciamatrixat.
{1 —yl —>» 2 — y2 —> 3
\ ) /Y
y3 yl y4
\ : /
3.4.6. dbra — Példahalézat 4.

Az el6allt incidenciamatrix a kovetkezd:
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0 1 -1 0]
00 1 -1
K=[1 -1 0 0
10 0 -1
1 0 -1 0]

Az incidenciamatrix legf6bb jelentGsége, hogy alkalmazdsaval a Kirchoff-
egyenletek matrixmdveletekkel irhaték fel. Csomdponti Kirchoff-egyenletek
incidenciamatrix segitségével:

I, = KyJ; (3.4.7)

ahol Jjaz i. 4g drama, N az 4gak szama, M a csomdpontok szama (0-dik
nélkil!). I;altaldaban nulla, mert nem kényszeritiink aramot a csomdpontba.
A hurokegyenletek incidenciamatrix segitségével:

V, =Y KU, (3.4.8)

ahol Us a csoméponti potencidlok oszlopvektora és V, az agfesziiltségek
oszlopvektora.

A tovabbiakban térjlink at az dgegyenletek (karakterisztikdk) kezelésére. A
halozatot alkotdé agak meghatdrozott fizikai tulajdonsagokkal rendelkeznek.
Ez az Osszefliggés az agtorvény, amelynek a halézat agaira vonatkozd
megfogalmazasa adja az d4gegyenleteket. Tetsz6leges agtorvények
hasznalata nem lehetséges, hanem adott algoritmusokhoz altalanos agat kell
rendelni, melynek kivalasztasi szempontjai:

e legyen egyszerl (megoldas sebessége),

e tartalmaznia kell a fizikai agtorvényszerlségek kozil annyit,
amennyivel az alkatrészmodellekkel szembeni kovetelmények
teljesithetdek.

Tekintslik a 3.4.7 abran lathaté 1-es példat.
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Ci —— Gy elJGi(w)

3.4.7. 4bra — Példahaldzatok 5.

Az dltalanos ag feszliltség-dram kapcsolata:
N

Ji=Y.GV, +JG (3.4.9)
r=1

ahol G; a sajat és transzfer vezetések matrixa. Ezt behelyettesitve a

N
csomoponti egyenletbe: (Ij :ZK”Ji j

i=1
N N N

1, =Y KD GV, +> K,JG, (3.4.10)

i=1 r=1 i=1

M
Ezutan helyettesitsik be V,-t: (Vr = Z KrstJ
=1

N N M N
IJ :ZKijZGirZKrsUs +ZKijJGi (3.4.112)
i=1 r=1 s=1 i=1
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atrendezés utan:
N N
Z(ZZK G,K, ju +ZK JG, (3.4.12)
=1\ i=l r=l
Ha kivilrél sem fesziltséget, sem aramot nem kényszeritlink a halézatra:
M N N N
OZZ(ZZKijGirKrsjUs +> K,JG, (3.4.13)
s=1 \i=l r=l i=1

Az egyenlet egyltthatomatrixdnak értelmezése (tegyik passzivvd a
halézatot):

M N N N
= Z(ZZK G, K, ju —0= ZY U, +> K,JG, (3.4.14)
=1\ i=l r=1 i=1
Az altaldnos ag fesziiltség-aram kapcsolata a 3.4.7 4bra, 2-es példa esetén:
N
‘]i = ZGirVr + ‘]Gl (Vr) (3.4.15)
r=1

Ezt behelyettesitve a csomdponti egyenletbe, és behelyettesitve V-t
(kivalrél nem kényszeritliink ra dramot):

M N N N

0=>>>K;G KU, +> K,IG(V,) (3.4.16)
s=1 i=1 r=1 i=1

illetve:
M N N N

0=>>>KGKU +ZK JG, (ZK U ] (3.4.17)
s=1 i=1 r=1 i=

Az altalanos ag feszliiltség-aram kapcsolata a 3.4.7 abra, 3-as példa esetén:
N N dV

J, =Y GV, +JG (V,,t)+>.C, dtr (3.4.18)
r=1 r=1
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Az el6z6ekhez hasonldan, ezt behelyettesitve a csomdponti egyenletbe:

M N N M N N dU

s=1 i=1 r=1 s=1 i=1 r=1
N

+> K;JG [Z K,SUS,tj
s=1

i=1

(3.4.19)

Az dltalanos ag feszliltség-dram kapcsolata a 3.4.7 abra, 4-es példa esetén:

N
J,=Y.(G, + juC, )V, +JG, (3.4.20)

r=1

Az el6z6ekhez hasonléan, ezt behelyettesitve a csomdponti egyenletbe:

O:iiiK G, + joC, KU +ZK JG, (3.4.21)

s=1 i=1l r=1 i=1
Az dgegyenletek megolddsi mddszerei kilonféle hdlézatok esetén:

e Linedris, egyenaramu:
o linearis egyenletrendszer megoldasa
o pl. Gauss-eliminacid
e Nemlinearis, egyenaramu:
o nemlinearis egyenletrendszer megolddsa
o pl. Newton-Raphson eljaras
e Nemlinearis, tranziens:
o nemlinearis egyenletrendszer megolddsa
o pl. mdsodrendl Runge-Kutta eljaras, reverse Euler eljaras
e Kisjell, id6tartomanybeli analizis:
o komplex egyltthatds linedris egyenletrendszer megoldasa
o pl. Gauss-eliminacio

A fenti médszereket részletesen targyaljuk a 4. fejezetben.
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A 3.4. fejezet ellen6rzé kérdései:

o vk wnNE

Adjon attekintést az aramkori szimuldcids programok kialakuldsarol!
Hatdrozza meg az aramkori szimuldcid szerepét!

Sorolja fel az dramkdri szimulaciok fajtait!

Ismertesse az aramkori szimulacids program felépitését!

Hogyan kezeljik az alkatrészeket a szimulacié soran?

Ismertesse az admittanciamatrix fogalmat, az incidenciamatrix
fogalmat és szerepét!

Ismertesse az daramkor vizsgalatdnak menetét linedris haldzat
egyenaramu vizsgdlata esetén!
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3.5. Elektromagneses modellezés

Az elektromdgnesség tan szerves részét képezi a villamosmérnoki
képzésnek, ezért ebben a fejezetben —a szimulacidés tobblet informacidkon
tul — csak a mar tanult fizikai 6sszefliggések 6sszegyljtésére és atismétlésére
toreksziink, mélyebb magyarazatok és levezetések nélkdl.

Az elektromagneses modellezéssel kapcsolatban el6szor tisztdzzuk az
elektromdgneses kompatibilitds fogalmdt: minden késziilék egyben
gerjesztdje, elvisel6je az elektromagneses zavarkornyezetnek.
Elektromagneses szempontbdl akkor kompatibilis az elektronikus késziilék a
kdrnyezetével, ha megfelel6en kicsi az altala kibocsatott zavar és nagy az
immunitasa.

Az elektromdagneses kompatibilitasi problémak egyre jelentdsebbé valasat a
kdvetkez6 szempontok befolydsoltak (3.5.1 abra):

e orszagok és vilagrészek gazdasagi 6sszefonddasa,
e tranzisztor, tirisztor erGsaramu alkalmazasa,
o eszkozok méretének csokkenése,
o vezeték nélkili tavkozlés fejl6dése,
e miukodési frekvencia ndvekedése,
e technikai fejlédés sajatos tendenciaja:
o elektroncsé (“Ws zavarenergia elviselése) kontra IC elemei
(*nWs zavarenergia elviselése)
o sugarzd készilékek szama, és a kisugarzott energia
folyamatosan novekszik.

A 3.5.1 abran az évrél-évre novekv6 zavarszintek és csokkend immunitas
problémajat prezentaljuk. Az ,Elektromagneses kompatibilitasi el6irasok”
definidlnak egy un. védettségi szintet, amit mikodése soran egy késziiléknek
még el kell viselnie probléma nélkil, valamint meghataroznak egy un.
kibocsajtasi szintet, aminél nagyobb emissziét nem produkalhat a miikodése
soran.

Az elektromdagneses zavar tobb uton is eljuthat késziilékeinkbe, amelyek
alapjan megkilonboztetiink (3.5.2 abra):
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e vezetett csatoldst (a forrds induktiv a vevé kapacitiv csatolasa utjan),
e éssugarzasi csatolast.

Elektroncsd EMC
Tranzisztor direktiva
Cso'kke nG im IC up
Munitgg | nanotechnolégia
A
b
.E Védettségi szint
g E - Immunitasi szint
it o i o 1 Immunitasi sav Loy !
© & | Kompatibilitasi sav o Kompatibilitasi szint ~9]
> & Emissziés sav o s
© N Emisszids szint
N Kibocsatasi szint
Frekvencia =
" m-\ssﬂ'b : Tovabb fokozédd
Novek 0°= Mobiltelefon energiaigény
Tirisztor
Radar
—
1940 2000 Ido

3.5.1. dbra — Elektromdgneses kompatibilitasi problémak

Sugarzas
—
—| —
Forrés —lé ) Vewd
l

‘:’ \1 Inclukth —_—— TKapacitl’v

_>
Yezeteft

3.5.2. dbra — Az elektromagneses csatolas formai.

A kilonféle EMC jelenségek a kovetkez6képpen osztalyozhatoék:

e Frekvencia szerint:

o kisfrekvencias,
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o nagyfrekvencias.
e (Csatolas mddja szerint:
o Vvezetett,
o sugarzott.
e Zavar id6tartama szerint:
o folyamatos,
o tranziens.
e Specidlis jelenségek:
o elektrosztatikus kislilés (vezetett és sugarzott),
o villdmcsapas elektromagneses impulzusa,
o nuklearis elektromagneses impulzus.

Az EMC szimulacidk fajtai és szerepe:

o Vezetékek szintjén:
o athallas,
o reflexio,
O sugdrzas.
e Szerel6lemez szintjén, kibocsatas/érzékenység
e Készulék szintjén, kibocsatas/érzékenység
e Paraméterek szintjén:
o koncentrilt,
o elosztott.

Az EMC szimulacié helyét az aramkor tervezési folyamatban a 3.5.3 abra
szemlélteti. Egy aramkor tervezése soran az EMC szimulaciét kozvetlendl a
layout tervezés utdn érdemes elvégezni, mivel az esetleges hibak ebben a
fazisban még konnyedén (kis koltséggel) korrigdlhatdk. A layout tervezést
megel6z6en az EMC szimulaci6 még nem lehet teljes, mivel lényeges
effektusok (pl. sugdrzasi szintek, reflexids hatdsok, stb...) csak az elrendezés
ismeretében vizsgalhatd.

\2 |
Layout tervezés ——> EMC szimulaci6 —> Prototipus ——> Ellenérzés

3.5.3. dbra — Az EMC szimuldcié helye a tervezési folyamatban.
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A klasszikus EMC szamitds alapjait az un. hat darab Maxwell egyenlet adja,
amelyek a kovetkezbek:

oD
1. Gerjesztési torvény: rotH =J +E; [qg Bdl = u- |) (3.5.1)
|
oB dv
2. Faraday indukciétorvénye: TOtE =——; |U =—— (3.5.2)
ot dt
3. Fluxus megmaradas: divB =0; (@ BdA = OJ (3.5.3)
A
4. Gauss-torvény: divD = p; [qg EdA= %J (3.5.4)
A
s. D=¢-E; B=u-H; J=0(E+E,) (3.5.5)
1 1
6. W=—-¢-E+—-u-H 3.5.6
5 5 H (3.5.6)

ahol H a térer6sség, B az indukcio, Y a fluxus, J az dramsl(irliség, E a
térerGsség, D az eltolds, U a feszlltség, p a toltésslrliség, Q a toltés, U a
permeabilitas, € a permittivitas és w az energias(rliség.

Az elektrodinamika felosztdsa alapjan a fenti egyenletekre kilonféle
egyszerUsitéseket tehetink.

Ha az idében minden valtozo allanddnak tekinthets, a kovetkez6k allnak
fent:

Elektrosztatika: FotE =0; divD=p; D=¢,-E+P
Magnetosztatika: rotH =0; divB=0; B=,(H+M)
Ha az idében az dram allanddnak tekinthetd, a kovetkezdk dlinak fent:

Stacioner dram: rotE =0; divl =0; J =0'(E+ Eb)
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Stacioner magneses tér: rotH =J; divB=0; B =, (H +M )
Ha van idébeni vdltozds, de: |0D/ot| <|J|

rotH=J; B=uH; J=0(E+E,); divB=0

Kvazi stacioner eset: oB

D=¢-E; divD=p; rotE=-—
ot

Teljesen altaldanos eset a teljesség kedvéért a kovetkezd (elektromagneses
hullamok esetén):

rotE:—a—B; rotH:J+a—D; D=¢-E; divD=p
ot ot

J=0(E+E,)+p-v; B=uH; divB=0

Az EMC szimuldciok egy kiemelt terllete az elektromos vezetékek
vizsgdlata, amelyek Olivier Heaviside (1850-1925) nevéhez kotheték, és az
un. telegrdf egyenletek segitségével oldhatéak meg. Legyen a vezeték
hosszegységre vonatkoztatott:

e ellendlldsa R’=R/h,

e induktivitdsa L'=L/h,

e kapacitasa C'=C/h,

e és konduktancidja G’'=G/h,

ahol h a vezeték hossza, és az energia z irdnyban terjed. A telegraf
egyenletek segitségével végezziink el egy vezetékpar vizsgalatot (3.5.4
abran):

_L, Rdz Ldz éz
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3.5.4. 4bra — Példahaldzat 1.

A csomoponti és hurokegyenletek a kovetkez6k:

—u+L'dzﬂ+ R'dz-i+(u +a—udzj:0
ot 0z

—i+C'dza—u+G'dz-u+(i+ﬂdz):O
ot 0z

hasznaljuk fel, hogy:

ou Ol

—=—-L'——R"i
0z ot
ﬂ:_c'a_u_@,
0z ot

atalakitasok utan az allapotegyenletek:

2 2
e rerre) X irG
& a o

2 2 :
A e terre) 2 4rG
&z ot ot

A szinuszos dllapot vizsgdlatat végezziik el a Helmholtz egyenlettel:

dU
dz?

_7/2U :O éS ——7/2-| :0 (357)

ahol y = \/(R'+ ] L')-(G + ] -a)-C') az Un. terjedési egyiitthato.
igy az 4ltaldnos megoldés a kovetkezd:

U(z)=U, -exp(—y-z)+U; -exp(+y-2)
I(z)=lil -exp(—y-z)—%-exp(ﬂ/-z)

0 0
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ahol Ul+ és Ul- a peremfeltételek alapjan meghatdrozhatd (tetszéleges)
allandék és Zy az an. hulldmimpedancia:

* \G+j-wC' (3:58)

A megoldas értelmezése, ha a peremfeltételek valds értékek:

u(z,t)=Re{U(z)-exp(j-o-t)}=...
...iRe{Ul* -exp(-a-z)-exp| j-(wt-Bz)|+U; -exp(+a-z)-exp[ ] ~(a)t+,82)]}

ahol:

. w
y=a+j-ﬁ; V=—, A=—:; =
B B f
tovabba ahol a a csillapitasi egyitthatd, B a fazisegyitthaté, v a
fazissebesség, A a hulldmhossz, A a szabadtéri hullamhossz. A megoldas
grafikus alakja a fenti bonyolult képletnél sokkal szemléletesebb (3.5.5
abra.)

ti<t;

pl: Us* szinuszos, Uy =

u(z,t)

3.5.5. dbra — A megoldas grafikus szemléltetése.

Megoldds tehat (altaldnosan): a vezetéken a rakapcsolt fesziltség csillapitva
tovaterjed.
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A kovetkez6kben vizsgaljuk meg, hogyan mddosul az eredmény, ha lezarast
helyeziink a 3.5.4 abrdan lathatoé haldzatra.

Lezaras torténhet:

e hulldmellenallassal,
e reaktanciadval (a lezards nem vesz fel hatdsos teljesitményt),

e Jltaldnos impedanciaval.

Lezdards hatasdnak vizsgalatahoz hasznadljuk fel a komplex Ohm-torvényt:

U(h) U, -exp(-y-h)+U; -exp(+7-h) ; U +U,

Z= = — =4Lo 7 — (3.5.9)
I(h) Uil.exp<_7/.h)_uil.exp(+}/,h) U2 _UZ
ZO ZO

ahol Z a lezaras impedancidja, h a vezeték hossza, U," és U, a h helyen
pozitiv, illetve negativ irdnyba terjedd fesziiltséghullamok. U," és U,
aranyaval definidlhaté az un. reflexiés tényez6:

rerz=2"% (3510
U, Z+2,

Vagyis, a lezdrasra beesd fesziiltséghulldm hatdsara egy ellenkezé iranyu
hulldm indul negativ irdnyba.

Frekvencia fiiggetlen esetben:

. z - 1 Z). 1
“ <Z’t):“1(t‘vj; '(Z’t):z—“l(t‘v} Ioe "Rz,

0

egy reflexié utan:

u (zt)= rzul(t—h—ﬂj; i(z,t):—zirzul(t_g_ﬂj

\' \'

kovetkezé reflexié utan:
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2h z

u(z,t)= rzrlul(t—v——); i*(2,t)=-

1 2h z
— | t————
v Z, vV Vv
a dolog tovabbi folytatasa nélkil is beldathato, hogy a fesziiltség és az aram a
reflektalt hulldmok szuperpozicidjaval hatarozhatd meg.

A kovetkez6kben vizsgaljuk meg az idedlis vezeték esetét altalanos lezdrds
mellett. Térjlnk at a komplex frekvenciatartomanyra. A reflexids tényez6k a
kovetkez§ alakot oltik:

_U_(O,S)_Zl(S)—Zo_ _U_(h’s)_zz(s)_zo

r(s) = = ©r(s) = = 3.5.11
=00y 20z "V TUny ez, W
Vegyuk figyelembe a vezeték csillapitasat a reflexids tényez6kben:

f,(S) =exp(—ah)r.(s); f,(s) =exp(—ah)r,(s) (3.5.12)

R"|C' G'|[L'
ahol a=?\/;+?\/; (3.5.13)

igy az altalanos esetre a fesziiltség (a levezetés mell6zése nélkiil) és az dram
a komplex frekvenciatartomanyban:

U(z,5) =28 epr($)2)+1,(s)exply(5)(2h=2)
TUZ9)+2(5)  1-n()n()exp(-27(s)h)

_ 1 exp(=7(s)z) + 1, (s) exp(=y(s)(2h - 7))
Zy(8)+2,(s) 1=r,(s)r,(s) exp(=2y(s)h)

U, (s) (3.5.14)

1(z,5) U, (s)(3.5.15)

ahol Us priemer oldali generator és

R'+sL'
G'+sC'

7(s) :\/(R'+ sL')(G+sC"); Zy(s) = (3.5.16)

A kovetkez6kben nézziink két szimulacios példat az el6z6ekben targyaltakra.
El6szor végezziink egy szimulacidt sztatikus és stacioner elektromos térre
(3.4.5 4bra). A tanultak alapjan:
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rotE=0; D=g,-E+P; divD=p
Alkalmazzuk a Poisson egyenletet a fentiekre:
E=—gradg; divD=div(e-E)=¢-diVE =¢-div(—-gradg)=—eAg;

és —eA¢g = p. Ha nincs térfogati toltésslirliség a Laplace egyenlet szerint:
Ap=0.

Boundary: Electric potential [V] Arrow: Electric field [V/m] Max: 1.00

3.5.6. abra — Sztatikus és stacioner elektromos tér.

A masodik esetben végezziink szimuldciét stacioner magneses térre (3.5.7
abra). A tanultak alapjan:

divB=0; rotH=J; B=y(H+M)
Alkalmazzuk a Poisson egyenletet a fentiekre:

B=rotA; y,J =rotB =rotrotA = graddivA—AA

mivel divA=0 igy AA=—g,J . Ha nem folyik dram a magnetosztatika
alapjan: rotH =0.
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Slice: Magnetic flux density, norm [T] Boundary: Electric potential [V]
Arrow: Magnetic flux density [T]

Max: 0.0622 Max: 0.258

0.06 0.25
0.05 0.2
0.04

0.15
0.03

0.1
0.02

0.05
0.01

0
Min: 6.706e-6 Min: 0

3.5.7. dbra — Stacioner magneses tér.

A tovabbiakban roviden térjiink ki az elektromdgneses hullamok

targyaldsdra. Szoritkozzunk a legszikségesebb Osszefliggésekre. Az

inhomogén hullamegyenlet a levezetés mell6zésével a kbvetkezd:

o*A
AA—S'ILI'E——,U J

‘¢ p
Mo =

Az un. retardalt potencidlok:

el .. R
Alrit)=—|=-J| r' t—— gV
(r ) 47r\J,‘R (r de

(3.5.17)

(3.5.18)

(3.5.19)

(3.5.20)
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Az altalanositott Biot-Savart torvény alapjan a térer6sség hely és id6 szerinti
valtozasa a kdvetkezd:

R

A 6I(r',t—j Lo
H(r,t):ijl(r',t—EJdIXR + L I v)dIxR (3.5.21)

47+ v R? 4y ot R

ahol R’ =r_Tr'; R=|r'—r|_

igy a térerGsség rotacioképzéssel szamithatd, harom tagja 1/R-rel, 1/R*tel,
és 1/R-bel ardnyos (ez utdbbi a Q toltéssel aranyos). A tavoli térben a
levezetés mell6zésével:

oE 0°E
AE—ILI'O'E—&",LIFZO (3522)
ha 0 =0:
0°E
oH 1
E —_—.rotE (3.5.24)
M

Szinuszos idébeli valtozds esetén a kovetkez6k allnak fenn:

AE—-7’E=0 (3.5.25)
1
H=——rotE (3.5.26)
jou

ahol: 7=Jj cw-p-(o+j-w-€).
Linedrisan polarizalt sikhulldmra az elektromos és magneses térerbsség:

E,(z)=E-exp(-yz)+E, -exp(+yz) (3.5.27)
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+ E1_

H, (z)==%-exp(-yz)-=--exp(+72) (3.5.28)
ZO ZO
ahol: Z, = ja).,u
o+ jos

Végezetil az elektromagneses hulldmok feladatok szerinti felosztasat a 3.5.8
abran szemléltetjik.

2,0 A

Elektromostér
377 Sikhullam — s—)

Magnesestér %ﬂ- 7
A

Kozelter Tavoltér

3.5.8. dbra — Az elektromagneses hulldmok feladatok szerinti felosztasa.
A 3.5. fejezet ellen6rzd kérdései:

1. Az elektromos kompatibilitas fogalma, a kompatibilitasi probléma
fejl6dése.

2. EMC szimulaciok fajtai és szerepe, koncentralt és elosztott
paraméterek, a feladatok felosztasa.

3. Vezetékek vizsgdlata esetén milyen 6sszefliggés képezi a szamitasok
alapjat?

4. Stacionarius elektromos/magneses terek szamitasakor milyen
Osszefliggés képezi a szamitasok alapjat?
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3.6 Megbizhatdsagi modellezés

A megbizhatdsagnak mar a készllékek tervezési fazisaban torténd vizsgalati
igénye — az un. ,megbizhatdsdgi tervezés” — életre hivdja, a mult szazad
kdzepén a nagy megbizhatésdgu rendszerek tervezésének igénye volt
(reptilés, katonai eszkozok, Urkutatds). Azonban a néhany évtizede
elkezd6dott robbanasszerl terjedése annak kodszonhetd, hogy a gyartdk
felismerték a megbizhatdésagi tervezés kozvetlen és kozvetett gazdasagi
hatasait. A megbizhatdsagra tervezésben az empirikus vizsgalatok mellett
egyre nagyobb szerepet kap a szimuldcio.

A megbizhatdsagi tervezés alkalmazasanak elényei:

e megbizhatésag novelése:
o ,derating”,
o worst case (tolerancia) analizis,
o hémérséklet hatasanak vizsgalata,
o hibafa analizis, gyenge pontok felderitése,
e megtaldlhatd a termékek megbizhatésaganak optimuma (a gyartoi
koltségek tikrében, 3.6.1 dbra),
e kritikus rendszerek esetén tervezhetd a preventiv javitds idGpontja
(3.6.1 abra),
o tervezhet6 a termékek élettartama (korai meghibasodas, erkdlcsi
elavulas),
e kritikus rendszerek esetén tervezhet§ a tartalékolds mértéke,
e atermék elemeinek megbizhatdsaga dsszehangolhaté.

A Osszes o 4 Osszes
it L, =) e o

° koltség gyartasi 9 kéltség javitas

9 =

5 0

B i

2 2

% 2

3 . N reventiv

o] garancialis ¢ prever

15} / 5 / javitas
N
D

megbizhatésag javitasok kozott eltelt idd

3.6.1. dbra — A megbizhatdsagra tervezés elényei.
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Manapsdg az un. ,costum” elektronikai cikkeket gyarté vallalatoknal a
készilékek funkciondlis tervezése mellett egyre nagyobb hangsulyt kap az
adott késziilékre vetitve a 3.6.1 dbra bal oldali grafikonjanak el6allitasa.
Példaul érdemes-e dragabb alkatrészek beszerelésével az adott termék
gyartdsi koltségét novelni, ugyanakkor a meghibasodasa valdszinliségét
csokkenteni és ezzel a garancialis javitasok koltségét is csokkenteni?

Nagy megbizhatdsagu rendszerek (pl. telekommunikaciés rendszerek)
UzemeltetGinél pedig lényeges a 3.6.1 abra jobb oldaldnak vizsgalata az
adott rendszerre vetitve. Példaul milyen gyakran érdemes preventiv javitast
végezni, hogy a meghibasodas (leallds) valdszinliségét egy elfogadhatd
hataron belllre szoritsuk?

A megbizhatdsdg vizsgdlata szempontjabdl Iényeges tisztdzni a kdvetkezd
fogalmakat:

MinGség: az adott termék a fogyasztd szerint milyen mértékben felel meg
azoknak a funkcidknak, amelyeket a fogyaszté tudatosan elvar. (Meg kell
jegyezni, hogy ezen kiviil szamos mer6ben mas értelmezés is létezik.)

Megbizhatdsag: meddig, milyen hosszu ideig 6rzi meg min&ségét egy
termék meghatarozott Gizemeltetési feltételek mellett.

Elem, alkatrész: megbizhatdsagi szempontbdl tovabb nem bonthatd,
megbizhatdsdgat nem részeib6l szamitjak ki, altaldban nem javithaté (pl.:
ellendllds, tranzisztor, kiontott tapegység).

Késziilék, rendszer: megbizhatdsdgi szempontbdl tovabb bonthatd,
megbizhatdsagat részeibdl szamitjak ki, altalaban javithatd.

A megbizhatdésdg mélyebb megértése végett tekintsik at a kovetkezd
alapkisérletet: Uzemeltesslink azonos alkatrészeket azonos koriilmények
kozott, és rogzitsik a meghibdsodasok id6pontjat (3.6.2 dabra). Azonos
alkatrészek természetesen nem léteznek, viszont a gyartdsorrdél egymas utdn
lejové termékek igen hasonldéak. Ennek egyik gyakorlati kdvetkezménye,
hogy redunddns rendszerekben nem szokds egy batch-b6l szarmazd
alkatrészeket, részegységeket hasznalni. Példaul ne hasznéljunk redundans
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adattaroldsra azonos tipusi merevlemezeket, kivaltképpen, ha ezeket egy
Uzletben, egyszerre vasaroljuk, mert nagy az esély arra, hogy egy batch-bdl
szarmaznak!

elemek

W
[\
@
@
@
@
!
@
\
a
a
a

" id6
3.6.2. abra — Megbizhatdsagi alapkisérlet.

A megbizhatdsdg fenti definicidjaval ellentétben — ahol azt lattuk, hogy a
megbizhatdsdg id6fliggs — az alapkisérletbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk
le, hogy a megbizhatdésagi dimenzidja ezzel szemben nem lehet az id6. (A
meghibdsodas egy bizonyos alkatrész esetén nem egy konkrét idGtartam.)
Bar vehetjiik a meghibdsodasi id6k varhatd értékét (és egyéb statisztikai
paramétereit), de ezzel még nem kapunk teljes képet az alkatrész
megbizhatdsagarol.

Az alapkisérlet tovabbi értelmezése céljabdl vegylik fel egy grafikonra, hogy
a meghibdsodasi id6k milyen id6intervallumokba esnek (3.6.3. dbra).

meghibasodott
elemek szama

3.6.3. dbra — Meghibasoddsok szama adott idSintervallumokban.

110



Végtelen sok alkatrészt feltételezve az idGintervallumok szélessége
infinitezimadlisra csokkenthetd, a fliggvény integrdljat pedig 1-re normaljuk,
igy kapjuk meg az un. megbizhatosdgi siirliségfiiggvényt (f(t), 3.6.4 dbra):

lim P(t<r<t+At)

f(t)=
® At—0 At 3.6.1)

f(t)

3.6.4. abra — A megbizhatésagi slrlségfliggvény.

Kell taldlnunk egy leirdst, amellyel az alkatrész vagy készilék
megbizhatdsdgat jellemezni tudjuk. A megbizhatésagi fliggvény teljesen
alkalmas egy alkatrész vagy készlilék megbizhatdsagi jellemzésére, s6t nem
csak azt mutatja meg, hogy mikor tértént a meghibasodasok nagy része,
hanem azt is, hogy a tobbi meghibasodas ehhez képest hol, illetve hogyan
helyezkedett el. A fliggvény elGnye tehat, hogy minden informacio bele van
slritve, azonban ez egyben hatranya is lehet. Sok esetben nem biztos, hogy
szlikséglink van ilyen sok informdciéra (valamilyen egyszer(ibb kérdésre
szeretnénk vdlaszt kapni), masrészt elképzelhet6, hogy a fliggvényt nem
tudjuk zart alakban leirni. A megbizhatdsagi fliggvénnyel kapcsolatos tovabbi
probléma, hogy definicidjdban szerepel a ,végtelen sok alkatrészt
feltételezve” kitétel, amely a gyakorlatban nem teljesithet6, és el6revetiti a
megbizhatdsagi jellemz6k mérésének nehézségeit.

A kovetkez6kben tekintsiik at, milyen informaciék nyerheték a
megbizhatdsdagi slrliségfliggvénybdl:
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fit)

megmutatja, hogy adott m(ikddési id6 mekkora valdszin(iséggel
varhato,

megmutatja, hogy mekkora az adott id8intervallumban torténd
meghibasodas valdszinlisége (3.6.5 abra), gyakorlati jelent&sége
egyébként kicsi:

P(a<zr<b)=|f(t)dt (3.6.2)

D ey T

sokkal Iényegesebb, hogy megmutatja az adott id6pontig
bekdvetkez6 ~meghibasodds valdszinliségét (amely az un.
meghibdsodasi fliggvény, F(t), 3.6.5 dbra):

t
F(t)=P(r<t)=] f (t)dt (363)
0
valamint megmutatja az adott idGpontig torténé mikodés
valdszinlségét (ami az un. megbizhatosagi flggvény, R(t), 3.6.5
abra):

R(t)=P(t<c)=[ f (t)dt =1-F (1 3.6.)

f(t)

t

3.6.5. dbra — A megbizhatdsagi slrliségfliggvény értelmezés.

A megbizhatdsagi fliggvény jellemzéi:

1-r6l indul (a nulla id6pillanatban minden alkatrész mikoddéképes),
0-hoz tart (minden alkatrész meghibasodik el6bb-utdbb),

csokkend jelleget mutat (az alkatrészek 6regednek),

teljes id6tartomanyra vett integralja a varhaté élettartamot adja (TO,
MTTF, Mean Time To Failure):
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T, =E(r) = [R(t)dt (3.6.5)
0

A s(rlségfliggvény kétszeri integraldasdval (megbizhatésagi fliggvényen
keresztil) visszajutottunk az elsé kérdéslinkhdz: a megbizhatésag részben
jellemezhetd id6 dimenziéju mennyiséggel, a varhatod élettartammal, amely
trividlisan a mdkodési id6k varhatéd értékével egyezik meg. A vdarhatd
élettartam nem ad teljes képet a megbizhatdsagrdl, viszont fogalma
kdzelebb all a mindennapi gondolkodashoz (Pl. a kompakt izzék dobozan is
varhatd élettartamot tlintetnek fel a gyarték annak ellenére, hogy a
megbizhatdsagi fliggvény tdbb informacidt tartalmaz...).

Amennyiben nem ismernénk az imént elvégzett alapkisérletet és annak
sajatossdgait, a megbizhatdsdggal kapcsolatban a kovetkez6 kérdést
tehetnénk fel: ,Itt van egy alkatrész (vagy készilék), mikor fog
meghibdsodni?” Most viszont mar tudjuk, hogy erre a kérdésre nem lehet
egzakt valaszt adni. A kérdés helyes megfogalmazasban a kovetkez6képpen
hangzik: ,Ha lzemeltetliink egy alkatrészt vagy késziiléket, milyen gyakran
szamithatunk meghibasodasra?”

Erre a kérdésre a hibardta fiiggvény (mas néven hazard fliggvény) ad
valaszt, amely definicid szerint: egy alkatrész populaciéban toértént
meghibdsoddsok szama osztva a meghibdsodasig (vagy a vizsgdlat végéig)
eltelt id6k Osszegével. A hibarata fliggvény természetesen a fent definialt
min&ségi paraméterekbdl is meghatdrozhato:

20 lim R@)-R(t+A)  R'() f()
At—>0  At-R(t)  R{) R(t)

(3.6.6)

A hibarata fliggvény arra adja meg tehat a valaszt, hogy id6egység alatt hany
meghibdsoddasra szamithatunk. Ez az érték — ellentétben a definiciéval —
vonatkozhat egyetlen alkatrészre is, és olyan alkatrészre is, amely nem
javithatd (annak ellenére, hogy ebben az esetben a ,milyen gyakran”
kifejezésnek lényegében nincs értelme). A definicid egyben mérési utasitds
is, természetesen annal pontosabb eredményt kapunk, minél nagyobb a
kisérleti alkatrész populacid.
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Egy alkatrész megbizhatdsaga (hibarata flggvénye) nagyban fligg az
alkatrész kivitelétdl és az Uzemeltetés kortilményeit6l. Elektronikus
alkatrészek esetén a legfontosabb tényez6k:

e akivitelezés tipusa (kereskedelmi, ipari, katonai...),

o el6allitds technoldgidja (pl. nagy és kis értékd ellenallasok
gyartdstechnoldgiaja eltérg),

e hémérséklet,

e terhelés,

e a késziilék (amely az alkatrészt tartalmazza) Uzemeltetési
korilményei:

hémérséklet ingadozasa,

(@]

paratartalom és ingadozasa,
o razas, Utés (pl. asztali, mobil, autdelektronikai késziilék),
o egyéb hatdsok (pl. korroziv kbrnyezet).

Ahogy azt lathatjuk, a hibarata fliggvény (a megbizhatdsdg) sok paraméter
figgvénye. A megbizhatdsdgi szamitdsokba ezek a fliggések viszik a
legnagyobb bizonytalansagot: példaul ha egy készilék megbizhatdsagi
analizisében a hibarata fuggvény kiszamitasakor a mérnoék 20°C-os kilsé
hémérsékletet és alacsony mechanikus behatdsokat feltételezett, de a
felhasznalé 30°C-on Uzemelteti a késziléket, tovabba gyakori Utésnek,
razasnak teszi ki, a megbizhatdsagi szamitas eredménye rendkivil pontatlan
lesz.

A hibarata fliggvény meghatarozasanak lehetdségei:

o alkatrészek modellezésével (bonyolultsdga miatt erésen korlatozott
lehet6ségek),
o kisérletek segitségével:
o szabvany alapjan (pl. Mil-HDBK 217F),
o sajat mérésekkel és azok kiértékelésével (élettartam és
gyorsitott vizsgalat).

A hibarata flggvény meghatdrozasa leggyakrabban szabvanyok alapjan
torténik, ezt ugy is tekinthetjik, hogy a kisérleteket és azok kiértékelését
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masok végezték el helyettiink. (Erdekességképpen gondoljunk bele, mennyi
kisérlet allhat a napjainkban elterjedt két nagy szabvany mogott (MIL-HDBK
217F és SR-331), melyek a forgalomban Iév6 6sszes elektronikai alkatrészre
vonatkozé megbizhatdsdagi adatokat tartalmazzak!

A meghibasodasért felel6s mechanizmusok a kiilonb6z6 alkatrésztipusoknal
eltér6ek, ezért az alkatrészek megbizhatdsaganak idéfliggése is eltérd. Az
alkatrészeket megbizhatdsagi viselkedésiik alapjan harom csoportba szokas
sorolni (mds csoportok is vannak, de haszndlatuk nem elterjedt), e harom
csoporttal az elektronikai alkatrészek szinte egésze lefedhets. Az egyes
csoportokat az f(t)-re illeszthet6 fliggvények szerint kiilonboztetjik meg.

Az elsé csoportba a normal eloszlassal leirhaté alkatrészek tartoznak,
melyekben valamilyen ,kopds” jellegli folyamat zajlik bekapcsolt allapot
esetén. llyen alkatrészek esetén a megbizhatdsagi slirtiségfliggvény:

1 _(t*m)z

2

f(t) = g 2 3.6.
®) i2e (3.6.7)

ahol m: varhatd élettartam és o: szérds (bizonytalansagi paraméter). A

slrliségfliggvény mindkét paraméterének fontos szerepe van, a varhaté
élettartamot a gyartéd — kilénb6z6 szempontok alapjan — megtervezi, a
szérast a gyartastechnolégia minésége adja. Minél pontosabb az utdbbi,
annal pontosabban a tervezett érték kozelébe lesz a varhatd élettartam. A
legszemléletesebb példa az ilyen tipusu alkatrészekre az izzdszalas
villanykorte (de ide tartozik az 0sszes Gzemszer(ien ,kopd” alkatrész is, pl.
kapcsold, csatlakozé stb...), amelyben m(ikodés kdzben az izzdszal parolog,
ezért a mar 1000 orat lizemelt korte a kdvetkez6 draban sokkal nagyobb
valdszinlséggel hibasodik meg, mint amelyik csak 10, vagy 100 érat Gzemelt.

A kovetkez6 csoportba az exponencidlis eloszlassal leirhatd alkatrészek
tartoznak, amelyeket mas néven ,6rok ifjunak” is szokas nevezni, abbdl az
érdekes mikodési sajatossaghdl kifolydlag, hogy a m(ikédési valdszinliséglik
nem flgg attdl, hogy el6tte mar mennyit Gzemeltek. Ebbe a csoportba
tartozik a legtobb elektronikus alkatrész (ellenallas, kondenzator, IC-k, stb...).
Ilyen alkatrészek esetén a megbizhatdsagi paraméterei:

115



f(t)=1e"; R@t)=e™; At)=A= = (3.6.8)

1

0
A harmadik csoportba a Weibull eloszlassal leirhaté alkatrészek (leginkabb
komplex rendszerek) tartoznak. A Weibull eloszlas segitségével leirhatd egy
komplex rendszer teljes élet ciklusa, a kezdeti meghibdsoddasoktdl a hasznos
élettartamon keresztlil a végsé eloregedési szakaszig. llyen alkatrészek
esetén a megbizhatdsagi paraméterei:

1 [t p-1
fmzﬁ.(ij olib, m)zﬁ.[ij .
n\n n\n

ahol n: karakterisztikus élettartam, B: alakparaméter.

A megbizhatdsagi modellezés alap 0Osszefliggéseinek megismerése utdn
térjiink at a megbizhatosdgi modellezés menetére. A megbizhatdsagi
modell feldllitasa két 6 lépésre oszthatd, amelyek: 1. az alkatrész modellek
elGallitasa és 2. a rendszermodell elGallitasa (3.6.6 abran).

Exponential

1 A
) or MTBF
Rendszer
Exponential
Exponential
2_ Exponential

A
or MTBF

3.6.6. dbra — Megbizhatdsagi modell el&allitasa.

116



Az alkatrész modellek eldllitasat (a hibarata fliggvény meghatarozasa) mar
kordbban taglaltuk, ezért most foglalkozzunk a rendszermodell
elallitasaval. A rendszermodell el6allitdsanal alkalmazzuk az altaldanosan
haszndlt Boole-tipusd modellt (mddszert) és annak jellemzdit:

e Arendszer és az elemek is két Gizemallapottal rendelkeznek:
o mikodbképes,
o Uzemképtelen.
e Strukturak alaptipusai (nem villamos kapcsolatok):
o soros (redundanciamentes),
o redundans,
= meleg-tartalékolt (parhuzamos),
= hideg-tartalékolt,
= hardver tartalékolt,
o vegyes.
e Javithatdsag szempontjabol:
o nem javithatg,
o javithato, felujithato.

A kovetkez6kben tekintsik at a legfontosabb megbizhatdsagi strukturak
jellemzéit.

Soros (redundanciamentes) rendszer:

e egy elem meghibdsodasa a rendszer meghibasoddsahoz vezet,
e ameghibasodasok egymastdl fliggetlenek,

e azelemek azonos fontossaguak,

e megbizhatdsag szamitdsa az R(t) alapjan célszer( (n db elem):

R,(t) = Rl(t)-RZ(t)-....-Rn(t):ljRi(t) (3.6.10)

Redunddns, meleg-tartalékolt rendszer:

e arendszer mikodéséhez egy elem miikodése sziikséges,
o alkatrész, részegység, késziilék redundancia is lehet,
e hibafelismeré elem, kapcsoloelem esetenként sziikséges,

117



e atartalék dllapota ismert, de energiat fogyaszt és oregszik,
e megbizhatdsag szamitasa az F(t) alapjan célszer( (n db elem):

RO=FRO-FO- FO=T[RO (36.11)

Redunddns, hideg-tartalékolt rendszer:

e arendszer mikodéséhez egy elem miikddése sziikséges,

e a tartalékban Iévé elem nincs bekapcsolva, nem fogyaszt energidt,
nem hibasodhat meg,

e hibafelismer6-kapcsoléelemre van sziikség,

e megbizhatésag szamitdsa a varhatd élettartam alapjan célszerd, n
azonos elem esetén:

To=T+T,+..+T,=>T, (3.6.12)

i=1

A megbizhatdésagi struktura el6allitdsanak két gyakori modszere a
megbizhatdsdgi blokkdiagram és a hibafa. A 3.6.7 dbran ugyanazon
probléma megbizhatdsagi blokkdiagramja és hibafaja lathato.

E
A—>B—>C—>D< >G—>H
F

Vagy

i
I I I

Es Vagy
t —
| | | |
E F G

3.6.7. dbra — Megbizhatdsagi blokkdiagram és a hibafa.

H
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A hibafa elGallitdsa sok esetben egyszer(ibb lehet, azonban a Bool-féle
algebrai elemzésre nem alkalmas. Megbizhatdsagi rendszermodellezéshez
minden esetben at kell alakitani megbizhatdsagi blokkdiagramra.

A megbizhatdsagi blokkdiagramot nem csak a hibafa ismeretében, hanem
kdzvetlenil a vizsgdlt rendszer miikodését leird blokkdiagrambdl is
el6allithatjuk (egyszer(ibb rendszerek esetében mindenképpen). Tekintsik
at a 3.6.8 abran lathatd példat, ahol a baloldalon lathaté egyszer( rendszer
muikodési  blokkdiagramjabdél  egyenesen a  jobboldalon  Iathaté
megbizhatdsdagi blokkdiagramot készitjik el.

J T
A — l "
> Cc —> —>—|: :I—)c—>T—>
B

3.6.8. dbra — Megbizhatdsagi blokkdiagram m(ikodési blokkdiagrambal.

B —
A

A megbizhatdsagi modellezés egy elterjedt eszkéze a Matlab Simulink
csomagja, amelyben egy grafikus GUI segitségével dllithatjuk 6ssze a kivant
megbizhatdsagi modelliinket (kevés , kddolas” mellett).

A MATLAB Simulink legfontosabb jellemzé6i:

e algoritmusok fejlesztése GUI-n keresztil (programozds nem
sziikséges),

e modellezési folyamat megvaldsitasa blokkdiagrammal,

e alkalmazhatd alapelemek szama nagy, folyamatosan béviil,

e sajat kéd alkalmazasanak lehetGsége,

e adatok, eredmények, paraméterek importalasa-exportaldsa.

F6bb hatranyok:
e mas moédszerekhez képest lassabb,
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e nem flggetlen program.

A kovetkez6kben a Matlab Simulink hasznalatara nézzi

nk meg egy egyszerU

példat. Az els6é lépés minden esetben az alkatrészek megbizhatdsagi
modelljének el6allitdsa a 3.6.9 abran prezentalt médon. A masodik lépés az

alkatrész vizsgdlata attdl fliggben, hogy milyen megb

izhatdsagi csoportba

tartozik (3.6.10 abra). Majd harmadik |épés az eredmények értékelése, a
3.6.11 4d4bran egy ellendlldas megbizhatdsdgdnak hd6meérsékletfliggését

abrazoltuk.

Ej Embedded MATLAB Editor - Block: eloszlasok2/E xponential/R

L] = §' 1 |/ >
_, fen
bl ! )
function v = fon(t, lambda) t - bd: )
% Thiz block supports the Embedded MATLAE subset. R
% @ee the help menu for details.
- pft
¥ = expi-17lanbdast) ; fon ‘!
1 » o
lambdain F
—t
fen _'-
- hda v 3
R )
1
Fdp
™ [
\abdasz lambda
lambda p

Exponential

3.6.9. abra — Az alkatrészek megbizhatdésagi modelljének el6allitasa.

TO MNorrnal

e

ity lambda(t)
Norm Norm

s L
Tl s

TO Exponential

R® Fii)

1
> - 1
" ' R ua
F | Integrator  Minhax TO Weibull Fit) Integrator2 Minhfax2
o  E— (0] |
lambaall) Jambdat)
WEibun -.. ' ' L. NU[maI
R(t) Fit)
Rit) Fit) fit)  lambdalt)
Wei Wei Wei Wei Norm Morrm
o 1
Ril) > - R
mﬁ fo l Integrator! MinMax1 T Weibull(beta) Fit) Integrator3 Mihiaa
1 | (0]
betait) Jamboaql) _—
e l l' ' |-.. S _il..
R(Y) F1)

Weilbeta) Weilbeta)

fit) lambdait)
Weilbeta) Weilbeta)

Exp Exp

-B-3

fity lambdal(t)
Exp Exp

3.6.10. dbra — Az alkatrész vizsgdlata (MATLAB Simulink).
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3.6.11. dbra — Ellenallas varhato élettartama, a hémeérséklet hatasa.
A kovetkez6kben a MATLAB Simulink segitségével vizsgaljuk meg, hogyan
alakulnak a fent targyalt rendszerstrukturak (soros, redundans, vegyes)

megbizhatdsagi paraméterei. El6szor tekintsik at a legegyszer(ibb soros

struktira megbizhatdsagi flggvényét (3.6.12). Az egyszerlség kedvéért
haszndljunk azonos exponencialis megbizhatdsagu elemeket.

A —>B > C —> ..

1 R) » 1
Fit) Integrator® MinMax3  TO Exponential
1)
lambda ; R
Exponential N Rit) ﬂ [ ]
08 ) . 3% Fjin FEDP  integrator MinMaxt  TO Exponentiall
. p
Fa) >
1) Product tambdag)
lambda
0.6 Exponentiald
= ") = . . .
[n'd Ft)
) RY  FO 0 lambda()
U' 4 i lambds
Exponentialz
—1 elem
0.2p —2elem
—3 elem
0 L L L 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

idd
3.6.12. dbra — Soros rendszer megbizhatdsagi figgvénye.
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Ha egy soros rendszer elemszamdat bdvitjuk, akkor a rendszer
megbizhatdsdga csokken, mivel akar egy elem meghibasoddsa esetén is ledll
a teljes rendszer. Erdekes megfigyelni a grafikonon, hogy a megbizhatésag
az elemek szamanak novelésével nem egyenes ardnyban csokken. Néhany
elem esetében a megbizhatdsdg csokkenése latvanyos, azonban ~5 elem
felett mar szinte marginalis. Tulajdonképpen ez teszi lehetévé, hogy a vald
életben egyaltalan tudunk soros rendszereket alkalmazni.

A 3.6.13 4bran nézziik meg, hogyan alakul egy redundans meleg-tartalékolt
rendszer megbizhatdsagi flggvénye. (Meleg-tartalékolt rendszerek esetén
az 0sszes tartalék folyamatosan Gzemel, és ezzel egyiitt , kopik” is.)

1

R}
A Fit) Integrator® MinMax3  TO Exponential
i p
lambda RO
B == g
0.8 C ROb » Fodn rf:j Integeatort MinMaet 10 Expanentialt
Fﬁ)—l
® Praduct lambdatt)
lambda
0.6 Exponential i
r) Rty
~— Ul
D: W R i) #f)  lambdalfy
O 4 - lsmbda
’ Evponantial2
02+
0 & L - 1 1 '
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

idé

3.6.13. abra — Redundans meleg-tartalékolt rendszer megbizhatdsagi
figgvénye.

Az el6z6 soros rendszerrel ellentétben, itt természetesen a tartalékok
szamdanak novelésével egyre névekszik a rendszer megbizhatésaga, viszont a
meleg-tartalékolas jellegébdl addddan a 100%-0s megbizhatdsagi szint nem
érthetd el. A novekedés ~4 tartalék beépitése utan marginalissa valik, és igy
teljesen felesleges is. (Példaul bevett gyakorlat adattarolas esetén az adatok
3 adathordozdn valé szimultan tarolasa.)
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A 3.6.14 abran tekintsik at, hogyan alakul egy redundans hideg-tartalékolt
rendszer megbizhatdsagi fluggvénye. (Hideg-tartalékolt rendszerek esetén
csak egy elem Uzemel, a tartalékokat egy kapcsolé elem aktivalja, ha
szlikséges. gy alapesetben a tartalékok nem kopnanak.)

1

0.8

02

id6

3.6.14. abra — Redundans hideg-tartalékolt rendszer megbizhatdsagi
figgvénye.

Természetesen a hideg-tartalékolt rendszer megbizhatdsagi szintje is
novekszik a tartalékok szamanak novelésével. Ha 6sszehasonlitjuk a 3.6.13
és a 3.6.14 abrakat, lathatjuk, hogy a hideg-tartalékolas magasabb
megbizhatdsagi szintet eredményez, mint a meleg-tartalékolas. Erdekes
kérdés, hogy hideg-tartalékolds esetén vajon meddig érdemes novelni a
tartalékok szamat? (Lathatd, hogy hideg-tartalékolds esetén az elemszam
novelésével nem olyan gyors a megbizhatdsagi figgvény ,saturdcidja”, mint
meleg-tartalékolasnal.)

A fenti kérdésre a kapcsold elem funkcidjanak megbizhatdsagi analizisével
adhatunk vdlaszt. A kapcsoléd elem megbizhatdsagi szempontbdl kvazi
sorosan kapcsolédik a redunddans rendszeriinkh6z, azaz a meghibdsodasa —
ha nem is azonnal — de el6bb-utébb a teljes rendszer hibdjahoz vezet, a
tartalékok szamatdl fuggetleniil. igy j6 kozelitéssel az mondhaté el, hogy a
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redundans hideg-tartalékolt rendszer megbizhatdsaganak elvi felsé hatara a
kapcsolé elem megbizhatésdga, ezért a gyakorlatban a kapcsolé elem
megbizhatdsagat, a kapcsolt kiszolgdlé elemek megbizhatdsaganak
sokszorosara (akar tizszeresére) érdemes valasztani.

Végezetiil vizsgaljuk meg, hogyan alakul egy vegyes rendszer megbizhatdsagi
fliggvénye, harom soros, majd hdarom redundans meleg-tartalékolt elem
Osszekapcsoldsaval (3.6.15 abra). (Az elemek megbizhatdsagi szempontbdl
itt is egyformak.)

Rit) —Ta—
Fit)
fit)
lambda
Exponential Rit)
t Ft)
Rit) b Ritjin ©
Fit) Rty
AT et -+ -5
v » Ritin © Rit) Fity it lambdaity
lambdait) i -
weibull RE) ¥ R tambdat)
t Fity
Rit) —Tc— ©
Fi
f@) lamb-da .
© Exponentiall )
lambdart) - "
Narmal RO Fiin D

)

_/ beta
it

beta(t) lambdagt)

Froduct! lambdait)

A —>B > C E

Weibullibetay =

Rty g

Fir)

fit)

lambdait)
Hormalt

3.6.15. dbra — A vizsgalt vegyes rendszer.

Vegyes rendszerek esetén az el6z6ekben latott szisztematikus folyamatok
nem figyelhet6k meg a megbizhatdsagi paraméterekben. A fenti vegyes
rendszer meghibasodasi ratdjat a 3.6.16 abran szemléltetjik. Sajnos még egy
ilyen egyszer(i vegyes rendszer esetén sem lehet ,messzemend”
kovetkeztetések levonni a megbizhatdsagi paraméterek alakulasabdl, igy
vegyes rendszerek esetén sokkal informativabb lehet, ha a rendszer
megbizhatdsdgat a konnyebben értelmezhetd varhatd élettartammal adjuk
meg.
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3.6.16. abra — A vizsgalt vegyes rendszer meghibasoddsi rataja.

A 3.6. fejezet ellen6rz6 kérdései:

1.

LN Ww

11.

Adja meg a minGség és a megbizhatdsag definicidjat!

Milyen informacidk nyerhet&k a megbizhatdsagi
slrliségfiggvénybdl?

Mik a legfontosabb min&ségi paraméterek?

Definidlja a meghibdsodasi rata fogalmat! Hogyan allithaté elé egy
adott alkatrész esetében?

Milyen tényez6k befolyasoljak egy alkatrész meghibasodasi ratajat?
Milyen megbizhatdsagi modelleket ismer?

Mik a Boole tipusd modell jellemz&i?

Jellemezze az egyes megbizhatdsagi strukturakat (soros, redundans)!
Hogyan alakul egy soros rendszer megbizhatdsdaga az elemszdam
novelésével?

.Hogyan alakul egy redundans meleg-tartalékolt rendszer

megbizhatdsdga az elemszam novelésével?
Mi egy redundans hideg-tartalékolt rendszer megbizhatdsaganak elvi
fels6 korlatja?
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4. Matematikai alapok

A 3. fejezetben ismertetett fizikai alapok mellett a megfelel6 szimulacids
modell elSallitdsahoz elengedhetetlen az alapveté numerikus és algebrai
maddszerek ismerete, ezért a 4. fejezetben bemutatjuk a linedris és nem
linearis egyenletrendszerek numerikus megoldasi lehetdségeit, a numerikus
derivalasi és integrdlasi moddszereket, valamint a differencidlegyenlet
rendszerek numerikus kozelitésének lehetéségeit.

4.1. Lineadris egyenletrendszerek numerikus megoldasa

Ahogy azt a 3. fejezetben is lathattuk, a fizikai problémaink jelent6s része
linearis egyenletekkel irhatdak le, amelyek a numerikus modellezés soran a
tér és az id6 diszkretizalasa sordn egyenletrendszerekké épilnek fel. Ezért a
linearis egyenletrendszerek megolddsa a numerikus modellezés gyakorlat
legalapvet6bb feladatai kozé tartozik.

Tekintslk at a kovetkez6 altalanos linearis egyenletrendszert:

A Xt a,X, Fo+a Xy :bl

Ay Xy + 80X, +. 8, Xy =D,

(4.1.2)
Ay Xy 8y Xy + o+ Ay Xy =Dy,
amelynek 6sszevont, ,matrixos” alakja a kdvetkezd:
AnXx=Db (4.1.2)

Az egyenletek szama lehet:

e egyenl6 az ismeretlenek szamaval,
e kevesebb az ismeretlenek szdmdnal (aluldefinialt egyenletrendszer),
e éstobb az ismeretlenek szamanal (tuldefinialt egyenletrendszer).
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A kovetkezékben el6szor foglalkozzunk a fentiek kozul a legegyszer(ibb
esettel, amikor az egyenletek szama megegyezik az ismeretlenek szamadval
(M=N.)

A linearis algebra szabalyai szerint a 4.1.2 egyenletrendszer legegyszer(ibb
trividlis megolddsa:

x=A"D (4.1.3)

Az inverz matrix szamitdsanak maédja:

Al A

- 4.1.4
det A ( )

A determinans szamitds mddja az eliminacid (ld. determ.m, a tovabbiakban
hivatkozott minden ,m file” a targy weboldalarél szabadon letolthet6):

1. FG64atléba nem nulla elemet tesziink oszlopcserével (az oszlopcsere a
determindns el6jelét megvaltoztatja!).
Kinulldzzuk a f64atl6 alatti elemeket.

3. 1.-2.1épést elvégezziik az 6sszes sorra.
A determinans a kapott matrix f6atldbeli elemeinek szorzata.

A megoldast elvégezhetjik az un. Cramer-szabdly segitségével is (ld:

cramer.m):
det A,
X = et A (4.1.5)

ahol Aj-t ugy kapjuk meg, hogy az A matrix j-edik oszlopaba a b vektort irjuk
be.

A megoldds — egyszerlbb esetben akar kézzel is egyszer(ien elvégezhetd
valtozata — az Un. Gauss-féle elimindcids algoritmus (lasd: gauss.m). Az
algoritmus ismertetéséhez nézzilk meg a kovetkez6 hdaromvaltozds
egyenletrendszert:
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A X+, X, T a5X; = bl
Ay X+ 85X, + 855X = bz

Ay Xy T ap X, + 855X = bs

el6szor vonjuk ki az (elsd sor) x ami/a-et (m=2,3 ; n=1,2,3):

(0) (0) ©y —pHO
a11X1+ 2X2+ 3X3_bl

@ Oy —po
Ay Xy + 8y X3 = bz

s+l =t
ahol % =a_: b9 =p .

altaldnosan elvégezve (m, n=2, 3):

o=l (a2

00 b0 (a2 /)

majd vonjuk ki az (masodik sor) x a¥2/a™s-t (m=3):

Oy 1+ a0y 420y —pO
all Xl + 2 X2 + 3 X3 - bl
Oy 4 aly —pO
a22 X2 + a23 X3 - b2
@y _p@
a33 X3 - bl

altaldnosan elvégezve (m, n=3):

mn

@ _po (ONPNORYNE
bm - bm _(amZ /azz )bz

(2) @ @) W\, ®
a ann _<am2 /a22 )aZn

A fentiek segitségével az egyszerl haromvaltozés egyenletrendszeriink a
kovetkezd alakot olti:
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X, =(b{ —al)x, )/ af)
x = (b —afx, —af'x, )/ a

Ezek alapjan az egyenletrendszer dltaldnos Gauss eliminaciés megoldasi
formulaja (m=M, M-1,...,, 1):

X, ( Z alnx J aln? (4.1.6)

n=m+1

ahol az egyenletrendszer egyitthatdira kovetkezé m, (n=k+1, k+2,..., M):

k k-1 k-1 k-1
() _ gl >_( () / gk >)a|£n 1 (4.1.7)

n
valamint a konstans tagok (m=k+1, k+2,..., M):
k k-1 k-1 k=1) \ (k-1
bl =b P — (a2l )b (4.1.8)

A Gauss eliminaciés moddszer el6nye az egyszerl algoritmizalhatdsag,
hatranya a sok numerikus m(ivelet miatti jelent6s szamitasi (kerekitési) hiba,
ami az egyenletek szamaval linedrisan né.

A teljesen automatizalt Gauss eliminacid alkalmazdsanak egyetlen
nehézsége, ha az egylitthaté matrixunk adott sordnak elsé eleme (amivel
éppen osztani akarunk) nulla. Ebben az esetben sorcserét végezhetiink, a
kovetkez6 példan szemléltetett mdédon:

0 1 1|x| |2 2 -1 -1)ix| |0
2 -1 -1||%(=|0] - |0 1 1|x|=2
1 1 1% |1 1 1 -1 x 1

A sorcsere tovabbi el6nye, hogy a szamitasi hiba csokkentésére is
hasznalhatd, annal kisebb a hiba, minél nagyobb szammal osztunk (a k.

iteracidban):
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Max{|a k<m< M|} (4.1.9)

mk ?

ennél is jobb megoldas:

|amk|
Max{[a,,|.k<n<M]|

Max k<m<M (4.1.10)

A kovetkez6kben vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy vajon, hogyan fligg a
megoldasunk a bemeneti adatoktdl (b)? Tekintsik at a kovetkezd két
egyenletrendszert (egyltthatd matrixukkal és bementi adatokkal definidlva):

1045 1 1 104.5 1 1
1 001 0 1 -0.005 —0.05

A szemléletesség kedvéért abrazoljuk grafikusan a megoldasokat (4.1.1

abra).
60
40F ]
20- :
- —y=1-104.5x
—y=-100x

O y=-10+200x| |
20k 4
-40 1 I I I |

0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 03

4.1.1. abra — Grafikus megoldas.

Az adbra alapjan  megdllapithatjuk, hogy az érzékenység az
egyltthatomatrixtol fligg!

A fenti jelenség pontosabb matematikai leirdsahoz vezessik be a
kondiciondltsdg fogalmat. A levezetés mell6zésével, az egyenletrendszer
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meghatarozottsaganak mértéke a kdvetkez6 értékkel aranyos (minél kisebb,
anndl jobb):

condA =A™ -] Al (4.1.10)

ahol N dim. valds téren p, vagy Holder norma:

(4.1.11)
A Holder norma a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:
|laJ>0 ha a=0
o] =0

(4.1.12)

|a+b]<la] +p]
|cal =lc|-[a]

A nagy kondicidszdmmal rendelkezé egyltthatématrixokat lehetGleg el kell
keriilni, de legaldbbis o6vatosan kezelnd6k. Nagy kondicidszamu
egyltthatomatrixok esetén az iterativ mddszerek nem mindig konvergensek.
(A kondicionaltsdg transzformaciéval javithaté.) Emellett a nagy
kondicidszdmmal rendelkez6 matrixokat felhasznalhatjuk tesztelésre. Pl.: a
Hilbert-matrix:

1 ..
& = ILj=1.n (4.1.13)
I+ )-1
A kovetkezd részben térjink at az aluldefinidlt egyenletrendszerek
megolddasara, ahol az egyenletek szama kevesebb az ismeretlenek szamanal
(M<N). Az ilyen egyenletrendszereknek lehet végtelen vagy véges sok
megoldasa.

Az aluldefinidlt egyenletrendszerek legelterjedtebb megoldasi modszere az
un. legkisebb normdju megoldds keresése. A mddszer lényege a kovetkezG:
bontsuk fel az x vektorunkat a kovetkezd6k szerint:
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X — X+ + X_ (4.1.14)
ahol X' = A (4.1.15)
és AX =0 (4.1.16)

Helyettesitsiik be ezt a megoldandé egyenletbe:

A(x++x‘)=AATa+Ax‘=AATa=b (4.1.17)
-1
A megoldas a-ra: o’ =[AAT} b (4.1.18)
o L O+ T 0 T 1
Ezzel x" szamithaté: X =A a =A [AA ] b (4.1.19)
X5 i\
x'l—
x0*
megoldasok
x‘

4.1.2. dbra — Legkisebb normaju megoldas keresés.

Végezetil foglalkozzunk a tdldefinidlt egyenletrendszerek megoldasaval,
ahol tobb egyenlet 3ll rendelkezésiinkre, mint valtozé (M>N). Az ilyen
egyenletrendszerek esetében is lehetséges végtelen vagy véges sok
megoldas, de az is elképzelhetd, hogy egydltalan nincs megoldas.

Az tuldefinialt egyenletrendszerek legelterjedtebb megoldasi modszere az
un. LSE (least-square error) megoldds keresése. A moddszer lényege a
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kovetkez6: minimalizalni kell az egyenlet megoldasanak hibdjat, azaz a

kovetkez6t:
e=Ax-b (4.1.20)

A fent definialt normaképzés segitségével:
1 1 1
3= Jel” =S lAx =] = [ Ax—b] [Ax-b] (4.1.21)

A 4.1.21 kifejezés minimalis, ha x szerinti derivaltja zérus, azaz:

0

—J=A"[Ax-b]=0
ox [ ] (4.1.22)

Ami alapjan a megoldas:
-1
x° =[AT A] Ab (4.1.23)

A fenti LSE mddszert altaldban rekurziv formaban érdemes alkalmazni,
amely verzié elnevezése az RLSE (Recursive Least-Squares Estimation). A
mddszert tekintsik 4t egy valés technoldgiai példavall Egy
hémérsékletfliggd ellenallas rendelkezzen a kovetkezd karakterisztikaval:
clt+c2=R. Végezziink méréseket, ahol elGdllnak a kovetkez6 mérési

eredmények: {(t,R),(t,,R,),...(t,R.)} . A feladat tehat az aldbbi

tuldefinidlt egyenletrendszer megoldasa:

AX, = b,

t, 1 R C
A<: 2 bk: 2 Xk:|: 1,k:|

A fenti LSE mddszer alapjan a megoldas mar ismert: X, =[A1Ak]_l Ab, .
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De hogyan tudunk egy kovetkezd mérési eredményt is figyelembe venni a

teljes megoldas Ujraszamoldsa nélkil? Masképpen feltéve a kérdést, hogyan

1
allithaté el6: x, :[A{HAM] Al b, a legegyszer(ibben? Vezessiik be az

aldbbi jelolésekkel:
A t,. b =
A(+1 = |: aLl ak+1 = kll bk+1 = Rkk+1 Pk = |:AI A<:|

ezzel:

F)k+l = [AJJrlAwl]_l = D:AJ ak+1:||:a§( :|:| =

1

- -1
T T -1 T
= [A< A+ ak+1ak+l] [Pk + ak+1ak+1:|

ami atirhato a kovetkez6 alakba (a levezetés mellGzésével):

P,=P-Pa_[a Pa. +1| a P
ke~ Tk kak+1|:ak+l kO T ] L
amellyel az eredeti egyenlet:

T
Xk+1 = Xk + Pk+1ak+1 ( I:QkJrl - a‘k+1xk )

A 4.1. fejezet ellen6rzd kérdései:

Mutassa be a Gauss eliminacids mddszert!

Mit jelent egy matrix kondiciondltsaganak fogalma?
Mutassa be a legkisebb normdji megoldas mddszerét!
Mutassa be az LSE mddszert!

iR wN e

Mutassa be az RLSE mddszert!

(4.1.24)

(4.1.25)

(4.1.26)

(4.1.27)
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4.2. Nem linearis egyenletek megoldasa

A linearis egyenletrendszerek megolddsan kiviil sok esetben taldlkozhatunk
nem linearis problémakkal is, ezért most roviden tekintsik at a nem linearis
egyenletrendszerek numerikus megoldasi lehetGségeit.

A nem linedris egyenletrendszerek megoldasanak legegyszer(ibb numerikus
modszere az un. intervallumfelezéses eljards. Az intervallumfelezéses
eljdrashoz el6szor hozzuk a megoldandd nem linedris egyenletet a kdvetkez6
alakra: f(x)=0. A megoldasunk akkor all el6, ha tudunk ugy valasztani egy [a,
b] intervallumot, ahol f(x) folytonos, f(a) és f(b) el6jele pedig kiilonb6z4. A
megoldds menete a kdvetkezd:

1. szamoljuk m=1/2(a+b)-t. Ha f(m)=0 vagy %(b-a) =0, akkor megallunk.
2. haf(m)>0, akkor a=m, kilénben b=m, és vissza a 1. |épéshez.

A megoldast a 4.2.1 abran grafikusan is szemléltetjik (egyébként lasd:
bisct.m).

6

m=1/2(a+b)

-?,6 1.8 2 22 2.4 2.6 2.8 3
4.2.1. abra — Intervallumfelezéses nem linearis egyenlet megoldas.

A mobdszer el6nye, hogy nagyon konnyen algoritmizalhatd, a hatranya
viszont, hogy a szlikséges iteracidé szdma nagyban fligg az [a, b] intervallum
optimalis megvalasztdsatdl, és igy altaldban magas iteracié szammal jar.
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A szlikséges iterdcid szam csokkentése érdekében vezessik be az un.
fixpontos iterdciét. Ha a g(x) fiiggvény folytonos az X° egy I1=[X%e, X%+e]
kdrnyezetében és g(x) a kovetkez6 alaku:

g(x)=x és |g'(¥)|<a<l (4.2.1)

akkor akarmelyik xo E | pontbdl inditott iteracié x°-ba konvergdl (lasd:
fixpt.m). A fixpontos iteraciéra nézzik a kdvetkezd példat: g(x)=x>-2=0, I=(1,
1,5). El6szor hozzuk az egyenletet g(x)=x alakra:

X -2=0—->x"=2->x=2/x=0,(X)

2 2 2
ekkor X, =LX =—=2;X,=—=1LX=—=2;... mi lehet az oka, hogy
XO X1 XZ

nem jutottunk megoldasra? (a |g'(X)|Sa<1 feltétel nem teljesiil)! igy

rogton szembesdiltiink is a fixpontos iteracid legf6bb nehézségével, miszerint
a kiindulasi fluggvényalak elGallitdsa nem olyan trividlis, mint az
intervallumfelezéses eljaras esetén. Az el6z6 példara alkalmazzunk két
tovabbi kiinduldsi g(x)=x alakot, amik mar teljesitik a derivalasi feltételt is:

1. X*-2=0->x"=2->x=2/x=9,(X)

2. X2—220—)X:g—)X+X:2+X—)X:%(X+gj:gc(X)
X X X

Az 1. és 2. kiindulasi alak megoldasat a 4.2.2 abran grafikusan is
szemléltettik. Ami rogtdon szembet(ing, hogy a konvergencia ugyan gyors,
de a szikséges iteracié szama sajnos nagyban fligg a valasztott kiindulasi
alaktdl (g(x)=x). Osszességében a fixpontos iteraciérél elmondhatd, hogy az
intervallumfelezéses eljarasnal nehezebben algoritmizalhatd, de az egyenlet
megoldasahoz sziikséges iteracidok szama altaldban kevesebb.
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4.2.2. abra —Nem linearis egyenlet megolddsa fixpontos iteracidval.

A kovetkez6kben vizsgaljuk meg az un. Regula falsi (RF) mddszert, amely
maddszer bevezetésével az a célunk, hogy az intervallumfelezéses eljarasnal
gyorsabb konvergenciat érjlink el, de ugyan akkor megmaradjon az egyszerd
algoritmizalhatdsag is. A megoldandd nem linearis egyenletet ismét hozzuk
f(x)=0 alakra. A mddszer feltételezi, hogy a megoldds egy valasztott [a,b]
intervallumon belill van. A fliggvényt az (a, f(a)) és a (b, f(b)) pontokra
illesztett egyenessel approximalja, és szdmolja, hogy ez az egyenes hol
metszi az x tengelyt (Iasd: falsp.m):

I C))
f(a)— f(b)

f0) (g2l O)-bf @)

(b-a)=b—— 2
f(b)- f (a) f(a)— f(b)

(4.2.2)

A megoldast a 4.2.3 dbrdan grafikusan is szemléltetjlik.
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4.2.3. abra —Nem linearis egyenlet megolddsa RF mddszerrel.

Az RF moddszer egyszerre hordozza magaban az  egyszer(
algoritmizalhatdsdgot és a gyors konvergenciat, de sajnos még mindig
nagyban fligg az [a, b] intervallum optimalis megvalasztasatol.

Ennek a problémanak a kikiiszobdlésére vezessik be az un. Newton-
Raphson modszert, amely mddszer esetén — az el6z6ekkel ellentétben —
csak annak kell teljesilnie, hogy f(x) derivaltja folytonos legyen. A
megoldandd nem linearis egyenletet ismét hozzuk f(x)=0 alakra. A médszer a
figgvényt az x, pontban vett érintGje segitségével approximdlja (lasd:

newton.m):

y=f(x)=1"(x)(x=%)

0-f(x)=f'(%)(X=%) (4.2.3)
f(x

X = X ( k)

A megoldast a 4.2.4 abran grafikusan is szemléltetjiik. A Newton-Raphson
maddszer a legtobb esetben optimdlis megoldast ad a fent targyalt dsszes
problémadra (egyszer(iség, sebesség, stb.). Léteznek viszont olyan esetek is,
amikor az egyetlen feltétele, az f(x) derivalhatésaga nem teljesdl.
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4.2.4. dbra —Nem linearis egyenlet megoldasa Newton-Raphson mddszerrel.

Az Un. Szel6modszer (Secant method) a Newton-Raphson eljaras
modositasa, ahol a derivalas helyett az alabbi megkozelitést hasznaljuk (I1asd:

secant.m):

(4.2.4)

dfcy, =)= F (%)
X = X1

(A megoldas el6tt a megoldandd nem linedris egyenletet ebben az esetben
is f(x)=0 alakra kell hozni.) A megoldast a 4.2.5 abran grafikusan is
szemléltetjuk. A szel6moddszer tekinthet§ a legdltaldanosabb nem linearis
egyenletet megoldé maddszernek, azonban a derivalt kozelitése miatt a
szamitasi hibaja nagyobb, mint a Newton-Raphson mddszeré, ezért csak

indokolt esetben alkalmazandd!
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4.2.5. dbra —Nem linearis egyenlet megolddsa szel6 mddszerrel.

Végezetiil tekintsilk 4t a nem linearis egyenletrendszerek megoldasat
Newton moddszer segitségével (lasd: newtons.m és jacob.m). A megoldandé
egyenletrendszer legyen a kivant alakra hozva:

%) =0 (4.2.5)
f,(X,%,)=0 o
vegylk az egyenletek masodfoku Taylor-sorat:

of of
fl(xl’XZ)Efl(Xlk’XZK)—i—a_l (X1_X1k)+§ (XZ—X2k)=O

(X Xk ) 2 (X Xox) (426)

of of
fz(xl'xz);fz(xlkfXZk)"'_z (Xl_xlk)+_2 (XZ—X2k)=O

a (X Xk ) axz (X Xk )

hozzuk 4.2.6-ot matrixos alakra:

{fl(xi,xaHf1<x1k,x2k)Hafl/ax1 o

(%) || (XX ) | [ OF, /0% Of,/0x,

{Xi_xik}m (4.2.7)
() X2 X ] L0

4.2.7 iterativ megoldasi formuldja a kovetkezs:
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[Xl,kﬂ}{&k}{@fl/@xl ﬁl/éxz}
X2,k+l X2k a1:2/8)(1 af2/ax2

Osszevont alakban pedig:

-1
fl(xlk,xﬂ)}
4.2.8
mifz(xik,xzo 428

(i

Xen =% —Ji T (%) (4.2.9)

ox (4.2.10)

of
ahol J a Jacobi métrix: J, (M, n) = {—m}

Xg

A 4.2. fejezet ellen6rz6 kérdései:

1. Mutassa be az intervallumfelezéses eljarast!
Mutassa be a fixpontos iteraciot!

3. Hasonlitsa 6ssze az intervallumfelezéses eljarast a fixpontos
iteracidval!

4. Mutassa be a Newton-Raphson mddszert!

5. Mutassa be a szel6maddszert!
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4.3. Numerikus derivalas

A technoldgiai folyamatmodellezés soran a linearis egyenletrendszerek
megolddsa mellett a masik leggyakoribb feladat a derivalds. Ezért a
kovetkez6kben tekintsik at a numerikus derivalas kulonféle modszereit,
azok el6nyeit és hatranyait.

A derivalds matematikai definiciéja a kovetkez6 (4.3.1 dbran grafikusan is
szemléltetve):

£1(x) = lim f(x+h)—f(x)

h—0 h

(4.3.1)

secant ftx+h)

p

L 4

—
el
-

4.3.1. dbra —Derivalas.

ahol h a derivalas lépéskdze. Numerikus szamitasnal sajnos a 4.3.1 képlet
nem hasznalhatdé. Kozelitsik a legegyszerlibb mddon:

f(x+h)— f(x)
h

D, (x,h) = (4.3.2)

Ha h-t elég kicsire valasztjuk, akkor a kozelités hibdja is kicsi lesz, de
mekkora? A kérdés megvalaszolasahoz fejtsik sorba f(x,h)-t x kordl:

142



2 3

f(x+h) = f(x)+hf (x)+ f<2 (x)+2 @ (x) +... (4.3.3)
mindkét oldalbdl kivonva f(x)-et, majd osztva h-val a kovetkezd alakra
jutunk:

f(x+h)-f(x) @ @)

D..(x,h) = =f f X + f

aloh) = 05 190+ W=
=f'(x)+0(h)
ahol O(h) a hibatag: O(h)—§f<2>(x)+ f(3)(x) (4.3.5)

azaz a kozelitésiink hibaja ~h-val aranyos lesz. A kévetkez6kben prébaljuk
meg csokkenteni ezt a hibat! A hiba csokkentése érdekében irjunk a 4.3.2
egyenletbe 2h-t és végezziik el a sorfejtést is:

f(x+2h)— f(x)
2h

D,,(x,2h) = = fi(x)+ f(z)(x) f<3>(x)+ .(4.3.6)

majd 4.3.6 segitségével irjuk fel a kovetkez6 egyenletet:

F(x+h)-f(x) f(x+2h)-f(x)_

2D..(x,h)—=D.,(x,2h)=2
11(X,h) = Dy (x, 2h) n o

(4.3.7)
=f'(x)- f(3)( X)...
amibd6l magat a derivaltat kifejezve a kovetkezdre jutunk:
2D, (x,h)—D.,(x,2h
sz(x,h): fl( ) fl( ) _
2-1 43.8
_f(x+2n)+4F (x+h)-3F(X) (43.8)

= f'(X)+0(h?)

2h

vagyis a hibat csokkenteni tudtuk, mivel mar csak ~h’-el aranyos
(feltételezve, hogy h<1)!
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A 4.3.2-ben el6re megtett h |épést természetesen megtehetjik ,visszafelé

”n

is”:

D, (o= FO=FO=R)

D, (x,—h) (4.3.9)

amely esetben az dn. ,backward” (hdtrafelé 1épé) derivdldsi formulahoz
jutunk. (A fentiekben eddig az un. ,forward”, azaz elérelépé formuldval
foglalkoztunk.) A hatralépé 4.3.9 formula kozelitési hibdjat a fenti modszer
segitségével szintén javithatjuk (a levezetés mell6zése nélkil):

2D, (x,h)— D, (x,2h) _ 3f(x)+4f(x—h)+ f(x—-2h) _

D,,(x,h) =
b2 (%) 2-1 2h (4.3.10)

= f'(x)+0(h?)

A kozelitési hiba tovabbi csokkentése céljabdl irjuk fel az f(x+h) és az f(x-h) 5-
od foku Taylor sorat:

f(x+h) = f(x)+hf '(x)+ U 2)(x)+; f&(x)+
(4.3.11)

h°®
Pt + T 10004
ATRANY 5l (x)

f(x— m—fu)hfuy+ £ (x) -1 (W@+

h (4.3.12)
2 1O0- ﬂ%m+

Ha a 4.3.11-et és 4.3.12-6t kivonjuk egymdsbdl, majd elosztjuk 2h-val,
megkapjuk az un. centrdlis kézelités formuldjat:

0,0 = I g Mg
. (4.3.13)
£6(x)+...= £ '(x)+O(h?)
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A fentiek alapjan lathatd, hogy a centrdlis formula kozelitési hibdja mar a
kiindulasnal O(h?) azaz ~h’-el aranyos. Amit a fent targyalt mddszeriink
segitségével tovabb javithatunk, ha h helyére 2h-t irunk:

2D, (xh) - D, (x, 20 =4 EHN =T ()

2h
(4.3.14)
f 2h)—f (x-2h 4
T =T (X=20) 51207 oy
2-2h 5!
4.3.14-b6l kifejezve a derivalt tagot:
2 J—
0, 6= 2D D)
B (4.3.15)
_ 8f(X+h)—8f(X—h)1;hf (x+2h)+ f(x—2h) _ £1(x)+0(h")

Lathatd, hogy a javitott centralis formula kozelitési hibaja mar csak O(h?),
azaz ~h*-el aranyos. (Természetesen mindvégig feltételezve, hogy h<1!)

Felvet6dhet a kérdés, hogy a fenti mddszer (2h beirdsa) rekurziv
alkalmazasaval még tovabb javithatd-e a mar egyszer javitott 4.3.15, 4.3.10
vagy a 4.3.8 derivaldsi formuldk kozelités hibaja? A valasz igen, a javitas
akdrmeddig folytathatd a modszer ataldnositott verzidjaval, amit Richardson
extrapolaciénak neveziink. Az el6relépd, a hatralép6 és a centralis formulara
a Richardson extrapolacié (a levezetés mell6zésével) a kovetkez6:

2'D, ,(x,h)-D ,(x,2h)

D X,h) =
f,n+1( ) zn _1
2" D,..(x,h)-D, ,(x,2h)
Db,n+l(X’ h) = on_q (4.3.16)
22'D_, (x,h) =D, ,. (x,2h)"
Dc,2(n+1)(x’ h) = 2 22n _1 5 )
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A gyakorlatban azonban egy- esetleg kétlépéses javitasnal nem szoktak
tobbet alkalmazni, mivel a tovabbi Iépések hatasa mar altaldban kisebb,
mint a kovetkez6kben targyalt kerekitési hiba hatasa.

Az el6z6ek alapjan a numerikus derivalas kozelitési hibaja csokkenthetd, ha
h-t kicsire valasztjuk. Mivel a numerikus mlveletek véges digiten tarolt
szamokon végezziik, ezért nem szabad megfeledkezni a kerekitési hiba
hatdsardl. A teljes (valds) hiba szamitdsahoz irjuk fel a kerekitési hibaval
modositott értékeket:

f(x+2h) y, = f(x+2h)+e,

f(x+h) y, = f(x+h)+e

f(x) —> Y, =f(X)+e (4.3.17)
f(x—h) y,=f(x-h)+e,

f (x—2h) y,=f(x-2h)+e,

ahol |g|<&. A 4.3.17-ben szerepl§ kifejezések segitségével a derivalas valds

hibajanak felirdsa az el6relép6 formula esetén:

Dfl(x’h): yl_yo = f(X+h)+e1_ f(x)_eo =

" " (4.3.18)
_ (2) 0.
i+ 2% 0,
h 2
Fejezzlik ki a hiba abszolut értékét:
_ f@(x f@(x
Dy, (x,h) - (%)< 5 he° +‘ 2( )‘h£2—h‘9+¥h (4.3.19)

4.3.19 alapjan a valds hiba fels6§ hatardnak létezik egy optimuma
(minimuma) (ez legyen hy):

d §+Mh :_§+M:O

% h 5 h? 2 (4.3.20)
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h, =2

&

G

A fenti felirast (4.3.18) elvégezhetjiik a centralis tagra is:

D, (x,h) =2 =

= f(x)+ 2

f(x+h)+e - f(x—h)—e,

2h
efl + f(3)(X) h2
2h 6

2h

Ismét fejezzik ki a valds hiba abszolut értékét:

|Dcz (x,h)—f '(X)| <

e —¢e

1

2h

amelybél az optimum értéke:

d
dh

h

6

3 f 3¢
hy =3 —‘ : (3)(X)‘

Végezetill a javitott centrdlis tag (4.3.15) valds hibdja a kdovetkezd:

|Dc4 (X’ h) —f I(X)| <

e |19,

£+

318_5_'_“(5)()()"14
12h

a4
dh

|

2h

30

30

6

f
&
" }:F+— )

8e, —8e,-e, +e,

NP0, 26 [P0

2h 6

3 [P0 h}

12h

. ‘ f (5)(X)‘ i
30

3 2f90 ;

2h?

15

(4.3.21)

(4.3.22)

(4.3.23)

(4.3.24)

(4.3.25)

(4.3.26)

(4.3.27)
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4‘ f (5)_()()‘ (4.3.28)

Ha megfigyeljik ho alakuldsat az egyes esetekben, a kovetkez6 tanulsagok
vonhatok le:

e Ha h-t csokkentjiik, a pontossagunk elvileg névekszik (mivel a Taylor
sor egyre tobb elemét vesszik figyelembe, ha lgy tetszik), viszont a
kerekitési hiba n6. A hibat tehat nem csdkkenthetjik tetsz6legesen.
Ez az un. ,step-size”, mds néven |épéskdz dilemma.

e A fentiek alapjan teljes (valds) hibdra elvileg tudunk szamolni egy
optimalis ho értéket, azonban valds feladatoknal a fels6bbrend(
derivaltak nem ismertek, igy hop nem szamolhaté.

e A hp értéke szinte biztosan valtozik az értelmezési tartomdnyon. Még
ha ki is tudjuk szamolni, akkor azt sajnos sok helyen kell.

o Végezetill hp nem minimalizdlja a hibat, hanem csak a fels6 hatdarat
adja meg. A hiba pontos értékét nem tudjuk meg beléle!

A fentiek alapjan a megfelel§ |épéskdz megvalasztasa altaldban tapasztalat
(probalkozas) utjan torténik, un. ,grid dependency” vizsgalatok segitségével.
Ahol addig finomitjuk az alkalmazott |épéskozt (a racsot), amig a szamitasi
eredmény jelentds valtozassal reagal a finomitasra.

A kovetkez6kben roviden vizsgadljuk meg, hogyan tudunk el8allitani
magasabb rend( derivaltakat. A masodik derivalt kozelit§ formuldjanak
felirasahoz haszndljuk fel f(x+h) és f(x-h) 5-6d foku Taylor-sorat (4.3.11 és
4.3.12). Adjuk 8ssze a két egyenletet, vonjunk ki 2f(x)-et, és osszuk el h*-tel,
igy megkapjuk a masodrend( derivalt centralis kdzelité formuldjat:

f(x+h)-2f(x)+ f(x-h)
h2 -

DS (x,h) =
he (4.3.29)
(X)+—f (X)+ 6)(x)+ = f(z)(x)+0(h )

A Richardson extrapoldciot alkalmazva a kozelités hiba itt is csokkenthetd:
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2:D2 (x,h) - D (x, 2h) _

22 -1
—f(x+2n)+16 f (x+h) =30 f (x) +16 f (x—h) — f (x—2h)
(2 h* ®)
=fYX)—— Y (x)+...
(x) %0 (%)
4.3.30-bdl kifejezve a derivalt tagot:
) —f(x+2h)+16f (x+h)-30f(x)+16f (x—h)— f(x—2h)
D,y (x,h) = > =
12h (4.3.31)

= f@(x)+0(h*)
Lathatd, hogy a kézelitési hiba itt is O(h?)-re csdkkent.

Madsodrendld  derivaltnal magasabb  fokd  derivalt kozelitésének

altaldnositasahoz irjuk fel a kovetkez6t:

c,f,+cf +c,f,+c f +c,f,
h2

D& (x,h) = (4.3.32)

ahol f, = f(x+kh) (4.3.33)

irjuk be 4.3.32-be az fy fliggvényeke Taylor sorat:

B 2 3 4
c,| f,+2hf 'O+(2h) f0(2)+(2h) f0(3’+(2h) f+...
2 3! 41

h2 3 h4
+cl[ f, +hf '0+? f to £ T f® +...J+cO f,
DY (1) = L
h e P e
+c,| f,—hf 0+?f0( —afo +Zf° -

_(2h)? 2h)? 2h)*
+c_2[f0—2hf 0+( 2) fO(Z)_(3!) f0‘3’+—( 4!) fo(“)—...]

(4.3.34)
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Alkalmazzuk a kovetkezé kiemeléseket:

1
D (x,h) = Pe

(c,+C +C+C,+C,) fy+h(2c, +¢,—c,—2c,)f',]

2 2
+h? 2?02+Ec1+%cl+2?02}f0‘2’

23 1 1 2°
+h® PR l—aczjfo@

4 4
+h* %cz +%cl+%c_l+%c_2) f@+...

(4.3.35)

igy a fenti c egyiitthatokat az alabbi egyenletrendszer megoldasaval nyerjik
(Iasd: difapx.m):

1 1
2 1
2°/21 1/2!

2°/31 1/3!
[ 2°/41 141

O O O O k-

1 1 1fec, | [0
-1 -2 C, 0
21 22/21 |- ¢, [=[1
~1/3v -2*/31] |c,| |0
Y4 24| |c,| |O]

(4.3.36)

Az el6z6ekben bemutatott mddszer csak abban az esetben mikodik, ha az
f(x) fuggvény adott, azonban ez gyakorlati feladatoknal nem feltétleniil

teljestil. Ha a fluggvény csak adatparokkal adott, a derivalas az interpoldld
polinom egyltthatdinak felhasznaldsaval lehetséges (lasd: diflag.m). Egy
MATLAB-ba beépitett fliggvény segitségével van lehetéség szimbolikus
derivalasra is (diff.m).
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A 4.3. fejezet ellen6rz6 kérdései:

1.

No vk

Mutassa be az el6re- és hatralépd, valamint a centralis derivalasi
formulat!

Mutassa be a Richardson extrapolaciét az el6relép6 derivalasi
formulara alkalmazva!

Hogyan fejezhetd ki az el6re- és hatralépd, valamint a centralis
derivalasi formula kozelitési hibaja?

Vezesse le az el6relépd derivaldsi formula teljes (valds) hibajat!
Miket kell figyelembe venni a |épéskoz kivalasztasa soran?
Vezesse le a masodrend( derivalt centralis formuldjat!

Hogyan tudunk masodrend(inél magasabb rend( derivaltat
szamitani?
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4.4 Numerikus integralas

A technoldgiai folyamatmodellezés soran a numerikus derivalds mellett
gyakorta sziikséges a numerikus integralds ismerete is. Ezért a
kovetkez6kben tekintsiik a4t a numerikus integrdlas kilonféle maddszereit,
azok elényeit és hatranyait.

A hatdrozott integral numerikus kozelitésének legaltaldnosabb formaja a
kovetkez6:

b N
j foodx= Y o f (%) (4.4.1)
a k=0
ahol a=X, <X <..<Xy =D (4.4.2)

7 s

A fenti moddszer legegyszer(ibb megvaldsitasa a téglalappal térténé
kozelités:

X1

[ f0odx=hf, (4.4.3)

X

— Xk + Xk+l

ahol h:Xk+1_Xk; fmk = f(ka); Xk 5

(4.4.4)

a 4.4.1 abra alapjan.

A
.r'—'_"‘-\.l
| \
~
>
Xk-1 X Kic+1

4.4.1. abra —Téglalappal torténé kozelités.
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A mddszer elénye az igen egyszer(i algoritmizalhatésag, hatranya viszont a
nagyfokd pontatlansag. A téglalappal torténé kozelités hibaja csokkenthetd,
ha a kozelités soran nem téglalapokat, hanem trapézokat alkalmazunk.

Trapézzal torténd kozelités:

X1

[RISTE g( fotfr) (4.4.5)

ahol h=x,—x; fi="7(x) (4.4.6)

a 4.4.2 4bra alapjan.

N
S
-
K1 X Xk+1

4.4.2. 3bra —Trapézzal torténé kozelités.

A mddszer altaldnos (algoritmizdlhatd) formuldjanak levezetéséhez az [a,b]
intervallumot osszuk N részre:

jf(x)dx jkff(x)dx [(f + )+ (f+ )+t (fyu+ )] @a7)

k=0 %,

igy a teljes integrdl értéke (lasd: trpzds.m):

IT(a,b,h):h[f(a)Jr f(b) +sz j (4.4.8)
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A trapézzal torténé kozelités hibdja mar joval kisebb, mint a téglalapos
megoldasa és még mindig egyszer(ien algoritmizalhatd. Pontossaga azonban
gyorsan valtozé fliggvények esetén mar nem elégséges.

A pontossag tovabbi javitdsa érdekében kozelitslik az integral értékét egy
polinommal, az Un. Simpson formula segitségével:

X1

h
| f(x)dxsg( fo+af + 1) (4.4.9)

X1

Xk -1

ahol h=)("*%; fo="1(x) (4.4.10)

a 4.4.3 abra alapjan. A kovetkez6kben vezessik le, hogyan jutunk a 4.4.9
kifejezéshez!

N

.
-

XK1 Xk Xi+1

4.4.3. abra —Simpson formula.

A formula szarmaztatasahoz az egyszer(iség kedvéért a fliggvényt toljuk el az
x tengelyen xi-val, vagy masképpen, csindljunk egy t=x-x¢ helyettesitést, igy
az f(x) harom pontjanak felirdsa a kovetkezére véltozik:

x={x —h,x.,x +h} (4.4.11)

azaz t= {—h,O, +h} (4.4.12)
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A feladat megolddsahoz az alabbi polinom egyiitthatdit kell megtaldlnunk:
p,(t) =ct®+c,t+c, (4.4.13)

a megoldashoz a helyettesitésben szerepl6 pontokat tessziik egyenlévé
egymassal ((-h,fc.1), (0,f¢), (h,fks1)), igy az aldbbi egyenletrendszerbél kapjuk
az egyUtthatdkat:

p,(-h) =¢,(-h)" +¢,(-h)+¢, = f,,
p,(0) =c,0° +c,0+c, = f, (4.4.14)
p,(+h)=c, (+h) +¢, (+h)+c, = f,_,
fo,—f . 1(f  +f_
innen: C; = f; sz%, Cl:F(“Tkl_fkj (4.4.15)

Integrdljuk a polinomot a t intervallumon:

h

" 1 1
p,(t)dt==ct’+=c,t, +cyt
j 2 3 1 2 272 3 o

= %clh3 +2¢,h =

4.4.16
oh ( )

fo+f h
: (—“2 kL f +3fkj=§(fkl+4fk+fkﬂ)

A modszer altalanos (algoritmizalhatd) formuldja a fentiek alkalmazasaval:
N/2-1 Xem+2

b f(x)dx = f(x)dx =
2

m=0 Xom

(4.4.17)
_[ +4f+ 1)+ (f+ 48+ )+ (f,+4f + )]

igy a teljes integrdl értéke (ldsd: smpns.m):
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|s(a,b,h)=g{f(a)+f(b)+4N/ZHf(x2m+l)+2Nflf(x2m)}
N/2-1 " N/2-1 " (4.4.18)
{f(a)+f(b)+2£22 F(Xm)+ > f(xk)ﬂ

A Simpson formula el6nye a nagyfokl pontossdg, hatrdanya az el6z6
modszerekhez képest a nehezebb algoritmizalhatésag. Mindezek ellenére ez
a leggyakrabban alkalmazott numerikus integraldsi médszer.

Csak ugy, mint a numerikus derivalds esetén, a numerikus integralds sordn is
lehetséges a kozelitési hiba csokkentése a kovetkez6 moddszerek
segitségével:

e Hibajavité rekurziv formula alkalmazdsa, amely ha a hiba nem
elfogadhato, addig felezi h értékét, amig elérjik a kivant szintet.
e A hiba csokkentése Richardson extrapolacié alkalmazasdval.

Példaképpen a trapézmaddszer rekurziv valtozata a kdvetkez6:

h f@+fib)
ITz(a’b’E]—z( Z f X2 j

f(a)+ f(b) N/2-1 N/2-1
2( Z f(m)+ 2 f(x(2m+1))j: (4.4.19)

m=0

1 N/2-1

m=0

Most alkalmazzuk a trapézmddszerre a Richardson extrapoldciot:
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2°1,,(a,b,h)=I;,(a,b,2h)
2’1

ITd(a’b’h) =

:%{4g[f(a)+ f(b)+2Y f (xzml)j-Z_Zh( s 10525 (sz)ﬂ )
S RCIRION) STRREED SR SINCYS
. ) (4.4.20)

Vegylk észre, hogy visszajutottunk a Simpson formuldhoz! Ha a rekurziv
formuldba (4.4.20-ban) a h-t atirjuk h/2-re a kovetkezd alakra jutunk:

hY 2%1,(ab,h/2)-1,,(ab,h)
IM(a,b,Ej: 12 T T2 (4.4.21)
amelybdl felirhato az algoritmizalhaté véltozat:
2", , (a,0,27*Ph)-1_, (a,b,27h)
IT2(n+1)(a’b’27(k+1)h): ik ( o )1 i (4.4.22)

ahol n>1k>0.

Az igy kapott eljards az un. Romberg integral, melynek lényege, hogy
minden lépésben finomitjuk a megoldast, szamitjuk a hibat, és amikor az
utdbbi egy kivant érték ala csokken, megdllunk. A hiba értéke a k. Iépésben
(a levezetés mellGzésével):

ET,Z(k+1) (Zik h)‘ ~ ﬁ IT,2k (Zik h)_ IT,2k (Zi(kil)h)‘ (4.4.23)

A Romberg integral szamitdsdt az un. Romberg tdblazat (vagy matrix)
segitségével a 4.4.4 abran szemléltetjik (lasd: rmbrg.m). Ahogy az a
tablazatban is lathato, egy-egy szint eléréséhez az Gsszes korabbi szintet be
kell jarnunk, azaz a szdmitashoz sziikséges id6 a linearisndl nagyobb
mértékben novekszik!
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Az el6z6ekben bemutatott mddszerek tulajdonsagai tovabb javithatdk, ha az
apertura (h) ,,alkalmazkodik” a fliggvény meredekségéhez, ez az oOtlet vezet
az adaptiv integralds gondolatahoz (lasd: adap_smpsn.m). A moddszert a
4.4.5 dbran szemléltetjik.

lteracié, k  Apertara, h n=1 n=2 n=3

0 hﬂ IT._2(h0)

ok

1 7y I,0270h) IL,(27h)

Kk ek

2 2 L,027h) L.27h) L(27h)

4.4.4. dbra — Romberg integral szamitdsat Romberg tablazat segitségével.

50

40

30

20

10

oF+++++++

_10 -
f(x)=400x(1-x)e™ |
2% 05 1 15 2 25 3 35 4

4.4.5. dbra — Adaptiv integralas.

Mas széval gyors valtozas esetén sdritjlik a ,mintavételt” a fliggvénybdl,
lassu valtozasnal pedig ritkitjuk.
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Végezetliil lassunk egy példat a kettds integrdl szamitasara, amit a fentiekkel
teljesen analég mdédon végezhetiink. KettGs integral: f(x,y) integraljdnak

szamitdsaaz R= {(X, y)|a <x<b,c(x)<y<d (X)} intervallumon:

=[x y)dxdy=f[d(f)f(x, y)dy}ix (4.4.24)

a\ _c(x)

A numerikus integralast el6szor az egyik, majd a masik valtoz6 mentén
végezzik el:

I (a,b,c(x),d(x)):immiunf (X Yin ) (4.4.25)

a 4.4.6 dbra alapjan (lasd: int2a.m és smpsns_fxy.m).

4.4.6. abra — Kett6s numerikusintegralas.
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A 4.4. fejezet ellen6rzé kérdései:

Mutassa be a téglalappal és a trapézzal torténd kozelités mddszerét!
Mutassa be a Simpson formulat!

3. Hogyan javithatd a numerikus integralas kozelitési hibaja? Mutasson
be egy médszert!

4. Definidlja a Romberg integralt!
Mutassa be az adaptiv numerikus integralast!

6. Mutassa be a kettés numerikus integralast!
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4.5. Differencial egyenletek megoldasa véges differencia maédszerrel

A 4.3 fejezetben megismerkedtiink a numerikus derivalasi modszerekkel,
amit jelen fejezetben arra fogunk felhasznalni, hogy a technoldgiai
folyamatmodellezés soran felmeriilé differencidl egyenleteket numerikusan
megoldjuk.

El6szor vegylk a kdvetkez6 egyszer( differencial egyenletet:
y't)+a-yt)=r (4.5.1)

ahol Y(0)=Y, . 4.5.1 analitikus megolddsa Laplace-transzformacié

segitségével:
y(t) :(yo —LJ'GXP(—a-t)JrL (4.5.2)
a a

Ahogy azt kordbban mar targyaltuk, az analitikus megoldds nem biztos hogy
létezik, és ha létezik is, vagy ,manuadlisan” kell megkeresni, vagy a
szimbolikus matematika eszkoztarat kell felhasznalni.

Ezért keressik meg a 4.5.1 egyenlet numerikus megoldasat! A derivaltat
helyettesitsiik a 4.3 fejezetben mar tanult modszerrel (Euler modszer):

DO,y 45.3)

egy atrendezés utan: y(t+h)=(1-a-h)-y@t)+h-r (4.5.4)

A megoldas pedig ebbdl iterativan szamithatd ki: t-t noveljik h-val t=0-t6l
kezd6édGen (lasd: ode_Euler.m):
y(h) =(1—-ah)y(0) + hr =(1—ah)y, +hr
y(2h) = (L—ah)y(h) + hr = (1—ah)?y, + (L—ah)hr +hr
2
y(3h) = (1-ah)y(2h) + hr = (1—ah)*y, + > (1—ah)"hr + hr (4.5.5)

m=0
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A fenti médszer szamitdsi hibaja csokkenthetd, ha az y'(t) = f (t,y) alakra

hozott egyenlet mindkét oldalat integraljuk:

tk+1

YO~ =y (te)-y(6)= | fEy)t (4.5.6)
tk
tk+1
igy y(tk+1) = y(tk)+ _[ f(t, y)dt (4.5.7)

tk

ahol y(to) =Y,. Az integralashoz alkalmazzuk a 4.5 fejezetben tanult trapéz

moddszert:

h
Y =Yt {f (tk’ Yk)"‘ f (tk+1' Yk+1)} (4.5.8)

Vegylk észre, hogy az egyenlet jobb oldaldn szerepld vyi.1 értéke ty
id6pillanatban még nem ismert, ezért ezt kozeliteniink kell:

Yin = Yk"'h' f (tk 1 Yk) (4.5.9)
amely behelyettesitésével 4.5.8 a kovetkezd alakot 6lti:

h
Vi =Y+ 5 F (b %)+ F (s Vot (8 ) (4.5.10)

Ezzel eljutottunk az un. Heun mddszerhez (lasd: ode_Heun.m)

Az el6sz6r bemutatott Euler-mddszer hibaja O(h), a Heun-mddszeré O(h?),
amely a gyakorlati feladatokndl nem mindig kielégit6. Ha a fenti integralast a
trapéz helyett a Simpson formula segitségével végezzilk (a levezetés
mell&zésével):

h
Yea =Y t ( fu+2f,+2f 5+ fk4) (4.5.11)
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f

f(t,+h/2,y,+ f,-h/2)
= f(t+h/2,y + f,,-h/2)

f(t +h y,+ fes-h)

(4.5.12)

eljutunk az un. Runge-Kutta médszerhez (l1asd: ode_RK4.m), amely mddszer
hibdja viszont mar csak o(h*)!

A kovetkez6kben térjink 4t a technoldgiai folyamatmodellezésben
leggyakrabban alkalmazott un. Peremérték feladatok (angolul Boundary
Value Problems, BVP) megolddsara. A peremérték probléma megoldasa a
differencidlegyenlet azon megoldasa, amely kielégiti a peremfeltételeket, igy
peremérték feladatok esetén adott:

e N-ed rendl differencialegyenlet,
o kezdeti feltételek,
o peremfeltételek.

A megoldas legelterjedtebb Utja az Un. véges differencia modszer (angolul
Finite Difference Method, FDM), melynek Iényege, hogy az id6tartomanyt
egy raccsal ([t0, tf]) N részre kell felosztani, melyek mérete:

h=(t, —t,)/N (4.5.12)

A derivdltakat a racspontokban centralis formula segitségével szamitjuk,
amely igy egy tridiagonalis egyenletrendszerre vezet, melynek (N-1) db
véltozdja van:

{x =x(t,+ih),i=1..,N-1} (4.5.13)
Tekintslik a kdvetkezd példat:

X"(t) +a, (1)x'(t) +a, (D)x(t) = u(t)
X(ty) =X,
X(t; ) =X,
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Az imént ismertetett elv szerint, az id6tartomanyt N részre osztjuk, és
minden t; pontban a centrdlis kozelitést alkalmazzuk:
X~ 2Xi X4 Xiyg ~ X

h? +a1iT+a0iXi:ui

Atrendezve a kovetkez8 alakot olti:
(2—hay )%, +(-4+2h%a, ) x +(2+hay ) x,, = 2h"y,

Az egyenletet irjuk at matrixos formaba, ahol vegyilik figyelembe a
peremfeltételeket is (Idsd: bvp2_fdf.m és trid.m):

[—4+2h%,  2+ha, 0 0 0 0 IR
2-ha, -4+2h*a, 2+ha, .. 0 0 0 X,
0 2-ha, -4+2ha, .. 0 0 0 X,
0 0 —4+2h%a,,, 2+ha, ., 0 Xy_3
0 0 2-ha, , —4+2h’a,,, 2+ha,, Xy s
i 0 0 0 0 2-ha,, —4+2h%a, | [ Xy
2h’u, —(2—hay, ) X,
2h*u,
2h*u,
2h%u,,_,
2h%u,
| 2h°uy , —(2-hayy )%, |

Figyeljik meg az egyltthatd matrix felépitését!

A fentiekben csak a legegyszer(ibb (altalanos) differencidl egyenletek
megoldasaval foglalkoztunk. A kovetkez6kben térjlink at az elektronikai
technoldgiai folyamatmodellezés szempontjabdl sokkal |ényegesebb un.
parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasara. A parcidlis
differencidlegyenlet olyan differencidlegyenlet, amelyben egynél tobb
fliggetlen valtozd szerepel. A gyakorlatban leggyakrabban el6forduld
masodrend(i egyenlet altalanos alakja a kovetkezd:
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o%u o’u o’u [ ou 8u]
(4.5.14)

A(X, y)y+ B(x,Y) o0y +C(x, y)yz flx, y,&,g

amelynek harom altipusa kiilonboztethet6 meg:

o elliptikus (pl. Poisson-egyenlet), ha B2-4AC<0
e parabolikus (pl. hGvezetés), ha B2-4AC=0
e hiperbolikus (pl. rezgé hur), ha B2-4AC>0

Az algoritmizdlhaté numerikus megoldas alapvetfen attél fligg, hogy az
adott egyenlet a fent definidlt harom tipus kozil melyikbe tartozik. igy a
kovetkez6kben vizsgdljuk meg az egyes tipusokra rendelkezésre 3allé
megoldasi lehet6ségeket, valds példakkal szemléltetve.

Elliptikus egyenletek megolddsat szemléltessiik az egyik legnevesebb
képvisel6jikkel az un. Helmholtz-egyenlet segitségével:

o’u(x,y) ou(xy)
x> " oy?

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:

+g(x Y)u(x,y) = f(x,y) (4.5.15)

U(X Y)=b,o(¥); u(X;,y)=by(y)

(4.5.16)
U(X’ yo) = byo(x); U(X1 Yi ): byf ()

A Helmholtz-egyenlet leggyakoribb alkalmazasa a lézersugarak terjedésének
vizsgdlata, a membrdnok rezgés analizise, a stacionarius hévezetés stb...
Megoldast végezzik a fent ismertetett véges differencia mddszerrel. A
vizsgalt tartomanyt osszuk az x tengely mentén M,, az y tengely mentén M,
darabra:

Ax:(xf—xo)/MX; Ayz(yf—yo)/My (4.5.17)

Ezutdn a derivaltakat a 4.3 fejezetben tanult centralis formulaval kozelitjik:
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u(xy)|  _Ua—2u
ox? B sz
Xj+Yi
4.5.18
OPU(X,Y)| Uy =20+ U ( )
ayZ - AyZ
ahol X; =X+ JAX; Y, =Y, +iAy; u;=u(x;,y,) (4.5.19)
igy a 4.5.15 egyenlet numerikus formdaban a kdvetkezé:
—2U; ;+U; —2u;; +y,
| j+l I+lj i-1,j _
sz Ay2 +0;U ;= T (4.5.20)

A 4.5.20 egyenletrendszer megoldasahoz irjuk at a feladatot az aldbbi alakba
(a 4.5.15 egyenlet a tér felosztasa miatt egyenletrendszerré alakult):

u,; =r, (ui,j+1 +ui’j_1)+ r (uM,j Uy )+ 0y (G — T ) (4.5.21)

Ay? _ AX? _ AXAY?
ahol I, = = = ) (4.5.22)

7 2 o\ r)( Al 2 o\ Xy Al 2 2\
2(A +y?) 2(AC+ay?) 7 2(AC +AY?
az egyenletrendszer egylitthatdi, valamint (lasd: poisson.m):

Uo =Bio (%)7 U =B (1)i Uy =Dyo(X;)i Uy 5 =Dy () (45.23)

Parabolikus egyenletek megolddsat szemléltessiik az 1D-s istacionarius
hévezetés segitségével:

. o’u(x,t) _au(x.t)

4,5.24
o ot ( )
alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:
A
0<x<x,; 0<t<T;, a=—-o (4.5.25)
p-C
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Mivel a parabolikus differencidlegyenlet a technoldgiai folyamatmodellezés
soran leggyakrabban el6keril6 differencidlegyenlet tipus, ezért a
megolddsat vizsgaljuk meg tobbféle mddszer segitségével is. ElGszor
végezzik el a megoldast elérelépé explicit Euler formula segitségével. A
helykoordinata szerinti derivaltat centralis, az id6 szerintit elGrelépé

formulaval kozelitjik (Iasd: heat_exp.m):

K k k k+1 k

u .. —2u +u u " —u

q it |2 i1 _ Ui i (4.5.26)
AX At

amelynek iterativ megolddsa a kovetkezé:

i i+1

Ut = (Ul + Ul )+ (1-2r)-uf (4.5.27)

At
ahol r=a—; (i=12,.M-1) (4.5.28)
AX

A 4.5.26-os iterativ formula sajnos nem minden esetben stabil és
konvergens. A stabilitds és konvergencia feltétele, hogy r<1/2. Ennek
megfelel6en az el6relépd Euler formula alkalmazasa soran nagy hangsulyt
kell fektetni a tér és id6 diszkretizalasara (pl. ha a csokkentjiik Ax-et, At-t is
csokkenteni kell).

7

Most végezziik el a megoldast implicit hatralépé Euler formuldval is. A
helykoordinata szerinti derivaltat centrdlis, az id6 szerintit hatralép6
formulaval kozelitjik:

k —_—

Uisg 2Uik +Uik-1 uik _uik_l
a 2 = (4.5.29)
AX At
amelynek iterativ megoldasa a kovetkez6 (lasd: heat_imp.m):
—ru, + @+ 2r)uf —ruf, =u? (4.5.30)
_a 2. g =12,.M-1
ahol r—aﬁ, (i=12,..M-1) (4.5.31)
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Az implicit formula megoldasa Dirichlet tipusu hatarfeltételek esetén még

nehézségmentes (U és Uy, adottak):
[1+2r -r 0 0 0 [ u ] [ ul*+rul
-r 1+2r -r us us
0 —r  1+2r 0 0 Uy uy
= (4.5.32)
0 0 0 1+2r  -r |luf, Ugy
i 0 0 -1 1+2r[ug, | [unhFruy

Neumann tipusu hatdarfeltétel esetén azonban a megoldds nem ilyen
kézenfekvd. A megoldandd egyenletrendszert at kell alakitani. Legyen:

k_

k

ou , u, —u ,
Z =b(t) > 2L =h,'(K) (4.5.33)
OX|yo
4.5.33-at behelyettesitve 4.5.30-ba:
@+ 2r)us —2ru =us —2rb’, (K)Ax (4.5.34)
igy a megoldas matrixos alakban a kdvetkezd:
[1+2r -2r 0 0 0 0 1 uf 1_rb' (k)AX|
-r 1+2r -r 0 0 0 || uf u
0 -r 1+2r —r 0 0 us us
0 0 -r 1+2r 0 0 =
0 0 1+2r  -r [juf, Uy
0 0 —r 1+2rluf | Upy+ MUy
(4.5.35)

Az implicit hatralép6 Euler formula elénye, hogy a stabilitas és konvergencia
nem fligg az egyltthatoktdl, azaz a tér és id6 szerinti felbontdstdl, valamint
hogy tridiagonalis az egyltthatématrixa.
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A megoldast végezziik el az uUn. Crank-Nicholson mddszerrel is, amelynek
lényege, hogy id6 szerint elGre Iépunk, de a |épés At/2 értéki. A hely szerinti
derivdltat centralisan formuldval kozelitjik, de az id6lépés felezése miatt a k.
és k+1. értékek atlagaval szamolunk:

afuit—2u Ut o —2uf U ) Ut -l
2 AX AX At
a formula iterativ megoldasa:
U+ 2L+ Ut —rut = rul + 2(L-r)uf +rul, (4.5.37)

ahol r a fentiekben definidltakkal megegyez6. A mddszer el6nye a stabilitas
és konvergencia, hatékonysag, nagyobb pontossag és a hatarfeltételek
rugalmas kezelése (lasd: heat_CN.m).

Végezetiil vizsgaljunk meg egy specidlis esetet, amikor 2D-6s hévezetési
egyenlet:

2 2
a(a u(x,y.t)  o°u(x, y,t)] _au(x,y,t) (4.5.38)

% oy’ ot

ugy oldjuk meg, hogy az egyenlet bal oldaldn harompontos centralis
kozelitést alkalmazunk az el6z6h6z hasonldéan ,feles” elGrelép6 id6lépést

hasznalva:
k 1 k+1 k+1 k+1 k
Ij+l 2U +U |++lj_2u+ +uIJ;.] _ui,; “HYij
a J ; = (4.5.39)
AX Ay At
a kovetkez6 |épésben pedig:
k+1 k+1 k+1 k+2 k+1
,J*+l—2u T4 J*_l ,+1] —2u +u B ui; —uij
! + J = (4.5.40)
AX Ay At

Ez a mddszer az un. ,Alternating Direction Implicit” (ADI) médszer, melynek
iterativ megoldasa (lasd: heat2_ADI.m):
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=1, (Ul Ul )+ (1420 )ult = (uf L+l )+ (1-2n) U (4.5.40)

i+1,]
hal< j<M, —1és

-, (uk+2 Y k+2> (1+2r) k+2 —r (U-k+l- Tu k+l ) (1 or ) k+1 (4.5.42)

i,j-1 i,j+1 y i-1,] i+, ]
hal<i<M -1

At At
ahol rX = aF, I’y = aA—yZ (4543)

Hiperbolikus egyenletek megoldasat szemléltessiik az 1D-s hullamegyenlet
segitségével:

o’u(x,t) _ o°u(x,t)

A 45.44
ox? ot? ( )

alkalmazzuk a kovetkezé hatarfeltételeket:

0<x<X;; O0Zt<T (4.5.45)

A megoldast végezzik explicit centrdlis formula segitségével, az egyenlet
mindkét oldaldn centralis kozelitést alkalmazva:

uf, —2uf +u,  ut—2uf +uft
A o = e (4.5.46)
ahol AX=X;/M; At=T/N (4.5.47)

melynek iterativ megoldasa:

Ut =r(uf, +ul )+ 20—l —uf (4.5.48)
At

ahol r=A— (4.5.49)
AX?
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Vegylk észre a problémat, hogy 4.5.48 felirdsakor, az els6 |épésben, nem
ismerjuk U~ =u(X,—At) értékét! Megoldds, hogy kozelitsik a kezdeti

feltétel derivaltjat a kovetkez6 kifejezéssel:

ui-u’
o o)

(4.5.50)

majd ezt hasznaljuk fel az u;* ,eltintetésére” a 4.5.48 iterativ kifejezésbdl:

Ui =r(ufy +uly )+ 20—’ - (uf - 2i% (x ) At) (4.5.50)

i+1

. 1
Atrendezés utan: Uj =EF(U,+1+U, 1)+(1 nu’ +i' (X )At (4.5.51)

E két egyenletet hasznaljuk arra, hogy a kezdeti feltételt (u;*) megkapjuk,
majd ezutdn a general formuldt (4.5.48-at) haszndlhatjuk (wave.m). Jelen
esetben a stabilitas feltétele, hogy r<1, viszont lényeges, hogy a kozelités
pontossaga r értékével aranyos! (r=1-et haszndlunk a gyakorlatban).

A kovetkez6kben vizsgaljuk meg a 2D-s hullamegyenlet numerikus
megoldasat is:

o’u(x, y,t) o%u(x,y,t) | ou(x,y,t
a QUGYY) UGy TU Y. (45.52)
OX oy ot
Az egyenlet mindkét oldalan alkalmazzunk centralis kdzelitést:
A U =208 U Ul — 20 + Ul Ut =20 + U
= + = 4.5.53
sz Ay2 At2 ( )

melynek iterativ megoldasa:

kel k k k k k k1
Ui = (ui,j+1 +ui,j—1)+ 2(A-r,—r)u;; +r1, (ui+1,j +U )_ui’j (4.5.54)

At? At?
ahol I, = A— r=A— (4.5.55)
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A fent targyalt probléma tovabbra is fennall, hogy az els6 |épésben nem
ismerjuk u,’} :u(xj, Y, —At) értékét! Megoldas, hogy kozelitsik a kezdeti

feltétel derivaltjat a kovetkez6 kifejezéssel:

1 -1
ui,j _ui,j

o :i'o(xj,yi) (4.5.56)

majd ezt hasznaljuk fel az u;* ,eltintetésére” a 4.5.53 iterativ kifejezésbdl:

1
1 0 0 0 0
ui, = —[rx (ui,j+1 + ui’j_l) +r, (um’j +U )] +
2 (4.5.57)

+2(1-r, =1, )-ud; +i' (X, v ) At

Ezt az egyenletet haszndljuk arra, hogy a kezdeti feltételt (ui,j'l) megkapjuk,
majd ezutan a generdl formulat (4.5.53-at) hasznalhatjuk (Iasd: wave2.m).

A 45 fejezet végén vizsgdljuk meg, hogyan alakulnak a technoldgiai
folyamatmodellezés szempontjabdl leglényegesebb elliptikus és parabolikus
differencidlegyenletek  numerikus  megoldasai  Neumann tipusu
hatdrfeltételek alkalmazasa esetén.

El6szor tekintstink at az elliptikus Helmholtz-egyenlet (4.5.15) megoldasat
Neumann tipusu hatarfeltétel esetén. A bal oldali hataron legyen elGirva a
hatarfeltétel derivaltja:

HD b (y)

(4.5.58)
8X X=x0
A derivaltat kozelitsik centralis formulaval:
ui,l _ui,—l 1
o > b’ (Vi) (4.5.59)
azaz U; , = U;; — 20, (Yi )AX (4.5.60)

ahol (i=1,2,...,M-1).
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Az eredményt irjuk be a rekurziv formulaba:

Uio =T, (ui,l + ui,—1)+ I (Ui+1,o +Ui71,o)+ Ny (gi,oui,o - fi,o) =
= ry (ui,l + l"Ii,l —2b 'XO ( yi )AX) + rx (ui+1,0 + ui—l,0)+ rxy (gi,Oui,O - fi,O) = (4561)
= 2ryui,l + rx (ui+1,0 + ui—l,0)+ rxy (gi,Oui,O - fi,O - 2b 'XO (yl )/AX)

ahol (i=1,2,...,M,-1). Ha emellett az alsé hataron (y=yp) is a derivalt van
elGirva:

Uy =1, (U oy +Ug g )+ 260, +T, (go,on,j — ;20" (x, )/Ay) (4.5.62)
és ekkor a sarokpontra:
Uy = 2(ryuoy1 + rxu1,0)+ r, (go’ouoyO ~foo —2(b'Xo (Vo) Ax+b',, (xo)/Ay)) (4.5.63)

Az alkalmazast lasd: poisson_neum.m.

Végezetiil tekintsiik a parabolikus 1D-s hévezetés egyenletének (4.5.15)
megoldasat Neumann tipusu hatarfeltétel esetén. A bal oldali hataron
legyen el8irva a hatarfeltétel derivaltja:

ou
—_— = bl t . .
x| ® (4.5.64)

A derivaltat kozelitsik centralis formulaval:

k k
u —-u,

2AX

=b, '(k) (4.5.65)

Ezt helyettesitsik be a fent ismertetett el6relépd explicit iterativ
megoldasba (4.5.27):

—ru, +(@+2r)uf —ruf =ug™ (4.5.66)
egy atrendezés utan (1+ 2r)u§ —2ru1k = ug —2rb', (K)Ax (4.5.67)
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4.5.67 segitségével fejtsiik ki az egyenlet matrixos alakjat:

M+2r —2r 0 0 .. 0 0 J[u ] [ut—rb,(k)Ax]
—r 1+2r -r o .. O 0 uj u
0 -r 1+2r -r 0 0 us Uy~
0 -r 1+2r 0 0 =
0 SO R G G KTV uss,
i 0 . . o-r leor|lul Uy, + Uy,
S (4.5.68)

Az alkalmazast lasd: heat_imp_neum.m.

Most vizsgdljuk meg, mi torténik, ha a jobb oldali hataron van el6irva a
hatarfeltétel derivaltja:

ou

—| =bi(t
x| ® (4.5.69)

A derivaltat kozelitstik centralis formulaval:

k k
uM+1_u

v =, (K
Ax v (K) (4.5.70)

A fentiekkel teljesen analég mdédon eljarva, 4.5.70-et most helyettesitsiik be
a 4.5.37-es Crank-Nicolson formuldba. A megoldas matrixos alakja a
kovetkez6 oldalon lathatd. Az alkalmazast lasd: heat_ CN_neum.m.
Vizsgaljuk meg, milyen kiilonbségek vannak a megoldasban a bal és a jobb
oldalon el6irt Neumann tipusu hatarfeltétel esetén!
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-r 0 0 0 ][u]
20+r)  -r 0 0 us™t
-r  2(1+r) 0 0 us?t |
0 0 —r 2+r) -r ||u&Y
0 0 r20n) | [ ult
o 0 0 o T[u ][  r(u?+u) ]
20-r) r 0 0 us 0
r 2(-r) 0 0 uy s 0
0 0 r 21-r) r Uy s 0
0 0 ro20-0]Luy | [2r(by (k+D+b'y (K)]

(4.5.70)

A 4.5. fejezet ellen6rz6 kérdései:

1.

o N oW

11.

Mutassa be egyszer( differencidlegyenlet esetén az elSrelépd Euler
modszer alkalmazdasat!

Mutassa be a Heun mddszert!

Mutassa be a Runge-Kutta eljarast!

Mutasson be egy peremérték feladat megoldast véges differencia
modszerrel!

Definialja a parcidlis differencidlegyenletek fogalmat!

Mutasson be egy elliptikus differencidlegyenlet megoldast!
Mutasson be egy parabolikus differencidlegyenlet megoldast!
Mutasson be egy hiperbolikus differencialegyenlet megoldast!
Mutassa be a Crank-Nicolson mddszert!

. Milyen nehézségekbe Uitkdziink a hatralépd implicit Euler formula

alkalmazasakor?
Hogyan kell atalakitani az iterativ megoldasainkat Neumann tipusu
hatdarfeltétel alkalmazasa esetén?
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4.6. Differencial egyenletek megoldasa integralis médszerekkel

Az el6z06 fejezetben a parcidlis differencial egyenletek numerikus kozelitését
a véges differencia mddszerével (FDM) végeztik. A megoldas elGallitasa
soran tobb nehézségbe is Utkodztlink, mint példdul a Neumann tipusu
hatarfeltételek és a komplex geometridk nehézkes kezelése, vagy éppen a
kozelit6 modszer esetleges instabilitdsa. A kovetkezékben a parcidlis
differencial egyenletek megolddsanak két ujabb, az integraldson alapuld
modszerével ismerkediink meg, amely az Un. véges elem mddszer (angolul
Finite Element Method — FEM) és az un. véges térfogat médszer (angolul
Finite Volume Method — FVYM).

A moddszerek altalanos targyaldsa érdekében vezessiik be a 3.3.1 fejezetben
mar ismertetett kontinuitasi tétel altalanos alakjat:

ﬁju(x,t)dv +jf(u)-ndA—j5(u,x,t)dv =0 (4.6.1)
atV A \%

amelyet az altaldnos kontinuitdsi tétel integralis alakjanak is neveznek és
amely kimondja, hogy egy adott V térfogatban az u(x,t) mennyiség
megvaltozasa és a hatarokon (A) bedramlé mennyiség f(u) egyenlé a V
térfogatban keletkez6 mennyiséggel (S(u,x,t)). A fenti kifejezés barmely
transzportjelenségre igaz. Fix térfogat esetén a 4.6.1-re elég altalanos
feltételek mellett alkalmazhaté a Gauss tétel:

jv-de=jf-ndA (4.6.2)
\% A

Ahhoz, hogy megkapjuk az altalanos kontinuitasi tétel egy koénnyebben
alkalmazhaté formajat:

I(gt—u+v- f(u)—S)dV:O (4.6.3)

\

Ahhoz, hogy a 4.6.3. képlet bal oldala nullat adhasson — barmely térfogaton
— az integrdlnak nulldanak kell lennie, igy:
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ou
—+V-f(u)-S=0 4.6.4
p (u) (4.6.4)

Ezaltal eljutottunk a kontinuitas tétel un. eréds differencidlis alakjahoz, amit
az el6z6ekben a 3. fejezetben is alkalmaztunk. A kontinuitdsi tételnek egy
tovabbi alternativ integrdlis formdjahoz juthatunk, ha az un. sulyozott
maradvanyok moddszerét alkalmazzuk. Szorozzuk meg a 4.6.4-et egy w (x)
sulyfliggvénnyel és integraljuk a V térfogaton:

[ (‘;—”w- f(u)—Sja)(x)dV =0 (4.6.5)

\%

Ha a 4.6.5 kielégit barmilyen sulyfiggvényt, akkor a 4.6.5 ekvivalens a
differencialis alaku 4.6.4-el. Ha a 4.6.5-6n ismét alkalmazzuk a Gauss tételt:

IK;_U_ Sja)(x) —f (u)-Va)(X)}dV +.[ f-no(x)dA=0 (4.6.6)

\%
akkor a kontinuitdsi tétel un. gyenge formajahoz jutunk.

A kovetkez6kben az integrdlis mddszereket egy dimenzids skalarmennyiség
u(x,t) transzport leirasan keresztil mutatjuk be, amelyet értelmezziink a

kévetkez6 tartomanyon: Q:(X,tZOSXSI;OSIST). A konvekcids —

diffuzids transzport egyenletet alkalmazzuk a kovetkezé formaban:

ou o ou
Lu=—+—|au—-b— |-ru=s 6.
(u) P ax( axj (4.6.7)

ahol L(u) egy szimpla linedris differencial operator. Ismerjik fel, hogy a 4.6.7
egyszer(ien megkaphaté a 4.6.4-b6l a kovetkez6 behelyettesitésekkel:

f(uy=au—0ou/ox és S(U)=S+ru. A 4.6.7-es kifejezés abban az esetben

linearis, ha az a, b, r és s egyltthatok csak x és t fliggvényei, és abban az
esetben nem linearis, ha barmelyik egyitthatdé u (a megoldas) fiiggvénye.

A kovetkez6kben a derivaldsok és parcidlis derivalasok egyszeribb
megjelentetése miatt hasznaljuk az alabbi egyszer(sitett leirdsokat:
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W oo oo
ux(X) :&(X)1 ut(X’t) - ot (X1t)’ uxx(X’t) - axz (X1t)

(4.6.8)
A fenti egyszer(sitésekkel a 4.6.7 a kovetkezd alakra hozhaté:
u, +(au—bu,), —ru=s (4.6.9)

A kovetkez6kben bemutatdsra keril6 integralis modszerek a megoldandé
parcialis differencidlegyenletet integralis alakra hozzdk a diszkretizalas
soran. Példdul ha a vizsgalt parcidlis differencidlegyenlet er6s alakja a
kévetkezd: L(U) =S akkor az integralis alak:

j L(u)a(x) dx = j sa(X) dx (4.6.10)

ahol a w(x) sulyfiggvény megvalasztasa tetsz6leges, az adott problématdl
fligg.

4.6.1. Véges elem modszer (FEM)

Els6 |épésben osszuk fel a fent definidlt értelmezési tartomanyt

Q:(X:OSXSI) N-1 részre, ahol a tér egy idik elem:

Q = (X : XHO <x< Xi) és tekintsik a kovetkez6 kozelité megoldast:

u’(x,t) = iui(t)Ni(x) (4.6.11)

ahol Nj(x)-k Osszessége az un. kiterjesztett bdzis. Szdmunkra Nj(x) azon
pontjai érdekesek, ahol az értéke nem nulla, mivel a 4.6.11 kifejezés alapjan
u azon pontjaiban vett értékei vesznek részt a megoldasban. Ha ez a teljes
értelmezési tartomany, akkor az un. spektrdlis mddszerrél beszélhetink. A
kovetkez6kben alkalmazzunk olyan kiterjesztett bazisokat, amelyek
szakaszosan folytonos polinomok minden egyes elemen belil (4.6.1 dbra).
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+UNX /-:;-"
*——e * ® * * * & —> Yy

N
4.6.1. 4bra — Szakaszosan linedris kézelités U° (X,t) = ZUi (ON;(x).
=

U
: “f—?‘ M M+T
| | |
| | 1
| ! I I
Q) S T + Uy g X 11
e [ [

]
! I : :
X; Xjsq X; Xi+1 X Xjs1

4.6.2. abra — Véges elem kiterjesztett bazis.

Az Ni(x) faggvényeket szokads préba- vagy alakfliggvényeknek is nevezni,
amelyek egy i elemen belil két tovabbi helyi tagra oszthatdéak a 4.6.2-es
abra alapjan.
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A kovetkez6kben vizsgdljuk meg a legegyszerlibb Un. Galerkin FEM
madszert. A 4.6.10-es kifejezésben szerepl§ sulyfiggvényt valasszuk olyanra,

hogy az megegyezzen a bazisfliggvénnyel: @(X) = N,(X). Tekintsiink egy
szimpla elliptikus parcialis differencidlegyenletet: L(u)=u, =5(X) a fent
definidlt Q tartomanyban a kdvetkezd hatérfeltételekkel: U(0)=a és

u, (1) =g, igy a 4.6.10-es kifejezés a kovetkezd alakot olti:

1 1

[ o(x)u,, dx = [ (x)s(x) dx (4.6.12)
0 0

A bizonyitas mell6zésével célszer(, hogy a 4.6.12-es kifejezés bal oldalan allé
hatdrozott integrdlt elvégezziik, és ezzel a 4.6.12 kifejezést a 4.6.6
kifejezésben bemutatott gyenge formdra hozzuk:

—j o,u, dx+o)u, (1) - o(0)u, (0) = jw(X)S(X) dx (4.6.13)

Ez a FEM-ben egy dltaldnosan alkalmazott technika, mivel csokkenti az u-val
szembeni ,simasagi kovetelményt”, valamint szimmetrikus diszkretizalt
matrixot eredményez. Két és harom dimenzidban az Un. Gauss konvergencia
tétel alkalmazasaval érhetiink el hasonlé eredményt.

A hatarfeltételek alkalmazasdval maris megfigyelhetjik a FEM egy nagy
elényét az FDM-el szemben. A fent definidlt Neumann hatarfeltétel

(u, (1) =g) alkalmazasa teljesen kézenfekvs, csak szimplan helyettesitsiik

azt be a 4.6.13-ba, és lathatjuk, hogy tovabbra is szimmetrikus matrixokat
kapunk (ellentétben az FDM-el). A fent definidlt Dirichlet tipusu hatarfeltétel

(U(0) = @) alkalmazasa esetén helyettesitsiink be U, = & -t, ahol sziikséges,

hogy @(0)=0 legyen. (Altaldnosan Dirichlet hatarfeltétel esetén a

sulyfiiggvény mindig nulla.)

Alkalmazzuk a kovetkezd kozelitést:
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u(x)zu“’(x):iuij(x) és  w(x)=N.(x) (4.6.14)

ekkor a 4.6.13 a kovetkezd alakot olti:

pdN, & dN, :
-[ K(X)éuid_xj(x) dx = j N, (x)s(x) dx (4.6.15)

0

ahol i=1..N. A 4.6.15-6s kifejezés egy linearis N-1 elem( egyenletrendszer
N-1 ismeretlennel: (uz...uN ) Szamoljuk ki az integral értéket az i. elemre. A

4.6.1 dbran szemléltetettek alapjan a bazisfliggvényiink és a derivaltjainak
értéke csak ott kiilonbozik nullatdl, ahol az i-hez csatlakozé elem talalhaté a
rendszerben, azaz:

X=X,
AXH; X <X<X
Ni(x) =1 Ijx (4.6.16)
P X <X <X,
AX,
—— X <X<X
dN; (%) _ | A%,
o 1 (4.6.17)
— X <X<X
AX i i+1

ahol AX_; =X —X,_; és AX, =X, —X;, ami alapjan a 4.6.15-ben egyedil az

integralok kiilonboznek nullatdl:

dNi( dN,_, dNij *MdNi( dN, dNMJ
—j U_, +U, dX— | —| U ——+U,,, —= [dXx=
g dx dx dx y X dx dx
.1 (4.6.18)

= ] N,s dx + J' N,s dx

Xiq i
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A 4.6.18 kifejezés jobb oldala a 4.6.16 és a 4.6.17 felhasznaldsaval a
kdvetkez6 alakra hozhaté:

X1

F= j _lS(X)dX4-I

S(X) dx (4.6.19)

A koradbban ismertetett trapézkozelitést (4.4.5) alkalmazva a 4.6.19-es
kifejezésre:

= (—AXH +ﬁJs 4.6.20
5 > )5 (4.6.20)

A sziikséges mlveleteket elvégezve a 4.6.18 bal oldaldn, valamint az imént
kapott 4.6.20 kifejezést felhasznalva eljutunk a fent definidlt parcialis

differenciglegyenletiink ( L(U) =u,, =S(X)) diszkrét FEM alakjara:
—U, AX_ +AX,

_ i1 IZX- - s (4.6.21)

Vegytk észre, ha AX, ; = AX; = AX, akkor a 4.6.21 a kdvetkez§ alakot 6lti:

U, —2U, +U,
AX

= AXs, (4.6.22)

ami nem mas, mint a mar jol ismert véges differencia médszer masodrend(
centralis formuldja (4.3.29). Meg kell azonban jegyezni, hogy a FEM
modszernél természetesen nem kovetelmény az egyenletes felosztds (s6t a
FEM egyik f6 elénye a komplex felosztasok kezelése!). Tovabba Iényeges,
hogy az egyszerli — de ugyanakkor pontatlan — trapézkozelités helyett
alkalmazhaté az 6sszes fent ismertetett numerikus integraldsi modszer is (pl.
Simpson formula, Romberg, stb.)
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4.6.2. Véges térfogat modszer (FVM)

Az FVM moédszer mikodésének szemléltetése céljabdl alkalmazzuk ismét a
kordbban haszndlt szimpla elliptikus parcidlis differencidlegyenletet:

L(u)=u,, =s(X) a fent definialt Q:(XZOS XSl) tartomanyban, azzal a

kiilénbséggel, hogy most €2 =(XZ X w0 < X< X”(]Jz)). Definialjuk a 4.6.3

abran lathaté mdédon és nevezziik , kontrol térfogatnak”.

Uj
o)
| Uj+q
Uj_q | ?
Q ! |
| | |
1o o | o 1—oJ ¢} o1 o io X
—— — —P—
X X . .
1 Xj—1 Xi Xi+1 Xn
Q
Xi—% Xi+%

4.6.3. dbra — Domain diszkretizacid

Az FVM integrdlis alakja a fent definidlt elliptikus parcialis
differencialegyenletnek a szintén fent definialt kontrol térfogaton:

Xis(1/2) Xis(1/2)
I U, X = I s dx (4.6.23)
Xi(12) Xi(12)

Végezzik el a bal oldali hatarozott integralt:

Xiv(v2)

I Uy dx = U, (Xi+(1/2)) —Uu, (Xi—(1/2)) (4.6.24)

Xi(1/2)

A 4.6.24 kifejezést felhasznalva, és a 4.6.23 jobb oldalat kozelitve a téglalap
szabdllyal (4.4.3), a 4.6.23 a kovetkezd alakot Olti:

U (%, w2) — U (X)) = Koz — Xiiw2)S (4.6.25)
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Tegylik fel, hogy u(x) linearis fliggvény i és i-1 racspontok kdzott, akkor:

ui _ui—l . Ui+1 _ui

u.| ~——; U, N —— 4.6.26
xli-(/2) X — X, X||+(1/2) X, — X ( )

Ha a 4.6.26-06t behelyettesitjiik a 4.6.25-be, akkor megkapjuk a fenti szimpla
elliptikus parcidlis differencidlegyenlet diszkrét FVM formulajat:

Uia — Ui _ Ui —Ui,
Xia =X X=X,

= (Xi+(1/2) - Xi—(1/2))si (4.6.27)

Vegylik észre, hogy szimmetrikus felosztds esetén (X, 2 =X w2 =AX)

ismét visszajutunk a mar jol ismert véges differencia mdédszer mdasodrendd
centralis formuldjahoz (4.3.29 és 4.6.22).

Meg kell azonban jegyezni, ahogy a FEM-nél sem, Ggy az FVM maddszernél
sem kovetelmény az egyenletes felosztas, az egyszer(i — de ugyanakkor
pontatlan — téglalapos kozelités helyett alkalmazhaté az 0Osszes fent
ismertetett numerikus integralsasi maddszer is (pl. Simpson formula,
Romberg, stb.)

Végezetiil 6sszefoglalasként elmondhatd, hogy a fenti integrdlis médszerek
nagy hasonldésagot mutatnak egymadssal, és ahogy lathattuk, bizonyos
megkotések mellett a korabban ismertetett FDM-el is. A FEM és az FVM
tobb szabadsagot enged a nem egyenletesen felosztott racsgeometridk
kezelése terén (azonban meg kell jegyezni, hogy nem egyenletes racsok az
FDM moédszerrel is kezelhet6k). Tagadhatatlan azonban, hogy 2 és 3
dimenzids problémak esetén — az integrdlds tulajdonsagai miatt — a
komplexebb racsok kezelése a FEM és az FVM mddszerek segitségével joval
kénnyebb, mint az FDM médszerrel.

184



A 4.6. fejezet ellen6rzé kérdései:

Mutassa be a kontinuitasi tétel altalanos alakjat!
Mutassa be a kontinuitasi tétel erGs és gyenge alakjat!
3. Jellemezze a sulyfliggvény és a kiterjesztett bazis kapcsolatat FEM
esetén!
4. Mutassa be a Galerkin FEM mddszert!
Egy példan mutassa be, miért egyszerld a Neumann tipusu
hatarfeltételek alkalmazasa FEM esetén!
Mutassa be a kapcsolatot a FEM és az FDM mddszerek kozott!
Miben tér el a FEM és az FVM Domain diszkretizacidja?
Egy példan mutassa be az FVM mddszer miikodését!
Mutassa be a kapcsolatot az FVM és az FDM mddszerek kozott!

b

0 0 N
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4.7. Példak

A 4. f6fejezet lezdrasaként nézziink konkrét példakat a fejezetben tanultak
gyorsabb megértése és a tudds elmélyitése céljabdl. Minden példanal
kozoljik a megoldast is, azonban célszerli a megoldast személyesen is
elvégezni!

P1. Oldjuk meg a kovetkez§ linearis egyenletrendszert Gauss elimindacidval
és a vdltozok kifejezésének maddszerével is, és hasonlitsuk 0©ssze a
végeredményt! (Kerekitslink négy jegyre). Az egyenlet:

1.01x+2y+3z=1
4x+5y+62=0
7x+8y+9z=0

A Gauss elimindcio végig vezetve a kovetkez6:

Xx+1.9802y +2.9703z = 0.9901

1. 0x-—2.9208y-5.8812z =—-3.9604
0x—5.8614y —-11.7921z = —6.9307
Xx+1.9802y +2.9703z = 0.9901

2. 0x+Yy+2.0136z =1.3559
0x+0y+0.0104z =1.0168
x+1.9802y +2.9703z = 0.9901

3. Ox+y+2.0136z=1.3559
0x+0y+2z=97.769

X =97.740
4. y=-195512
z=97.769

A valtozok kifejezésével a megoldas: x=100; y=-200; z=100.

Mi lehet az oka a viszonylag nagy eltérésnek? A kivondsi jegyveszteség!
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P2. Alakitsuk a LSE eljarast RLSE eljarassa! Vegyiik alapul a 4.1 fejezetben
példaként hasznalt hémérsékletfliggd ellenallas esetét! Alkalmazzuk a
kovetkezé MATLAB fliggvényt:

function [x,P]=rlse online(aT kl,b kl1,x,P)
$RLSE fuggveény

x=x+P*aT k1'/(aT kl*P*aT k1l'+1l)* (b kl-aT kl*x);
P=P-P*aT kl1'/(aT kl*P*aT kl'+l)*aT k1*P;

T -1 7 T
P.,=F -Pa,, [a,;-_1aak_1 + 1] a. P, Xy =X +Pk+lak+1(Rk+1 _ak+1xk)

>>x0=[2 1]’; %a keresett dllanddk (mérési eredmény generdldshoz)
>>NA=length(x0); x=zeros(NA,1); %kezdetben nem tudunk semmit
>>P=100*eye(NA,NA); %minél nagyobb a P értéke, annal nagyobb korrekciot
hajt végre

>>for k=1:100

A(k,:)=[k*0.01 1];

b(k,:)=A(k,:)*x0+0.2*rand;

[x,P]=rlse_online(A(k,:),b(k,:),x,P);

end;

A megoldds: 2.0058 és 1.0967

P3. Newton moddszer segitségével oldjuk meg a kovetkez6 nem
linearisegyenlet rendszert:

X2 +4x =5
22 —2% —3X%, =2,5

A megoldas:

£ (00) = + 4 ~5-0
f,(%.%)=2% —2% —3%,-2.5=0

Alkalmazzuk a kovetkez6 MATLAB fliggvényt:
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y(1)=x(1)*x(1)+4*x(2)*x(2)-5;
y(2)=2*x(1)*x(1)-2*x(1)-3*x(2)-2.5;

>> x=newtons('f_proba',[0.8 0.2])

A megoldds: 2 és 0.5

P4. Oldjuk meg a kovetkezd egyszerl differencidlegyenletet a MATLAB

ode_Euler fliggvénye segitségével:

y'®)+y) =1
A megoldas:

>> f=inline('-y+1','t",'y'");

>> [t1,y1]=ode_Euler(f,[0 2],0,20)
>> plot([0:0.2:2],y1,'ro');

>> hold;
>>yt=1-exp(-1*([0:0.01:2]));

>> plot([0:0.01:2],yt);

A grafikus megoldas:

0.9r
0.8p
0.7r
0.6r
0.5r
>

0.4r

0.3p

0.2t 9/
0.1F /

’

O Euler

—yi=1-e™

1.2
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A megoldds szemléletesebb moddja lehet bizonyos esetekben, ha
fazisdiagrammal dbrazoljuk azt:

>> [t,y]=meshgrid(0:0.2:2,0:0.1:1);
>> pt=ones(size(t));

>> py=(1-y).*pt; %dy=(1-y)dt;

>> quiver(t,y,pt,py);

>> hold;

>> plot([0:0.01:2],yt,'r");

A grafikus megoldas fazisdiagrammal:
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P5. Oldjuk meg a kovetkezd peremérték feladatot a MATLAB bvp2_ fdf
figgvénye segitségével:

x"(t) +%x'(t) —t% X(t)=0; Legyen x(1)=5, x(2)=3.

>> al=inline('2./t','t");

>> a0=inline('-2./t./t','t");

>> [tt,x]=bvp2_fdf(al,a0,0,1,2,5,3,100); %(al,a0,u,tO,tf,x0,xf,N)
>> plot(tt,x);
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A grafikus megoldas:

5
4.8f
4.6f
4.4}

4.2F

3.8r
3.6
3.4r

3.2r

P6. Oldjuk meg a stacioner hGvezetés egyenletét a Poisson.m MATLAB

fliggvény segitségével. A megoldandd egyenlet:

2 2
cuixy)  oukxy) g
OX oy

alkalmazzuk a kovetkezd hatarfeltételeket:

u(x,0)=sinx; u(0,y)=0

u(x,4)=cosx; u(4,y)=0
A megoldas menete:

>> f=inline('0",'x",'y"); g=inline('0",'x","y');
>> bx0=inline(‘0",'y");

>> bxf=inline(‘0",'y");

>> byO=inline('sin(x)",'x");

>> byf=inline(‘cos(x)",'x');

>> D=[04 0 4];
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>> [U,x,y]=poisson(f,g,bx0,bxf,by0,byf,D,20,20,1e-4,500);
>> mesh(x,y,U)

A grafikus megoldas:

Nézzik meg a megoldds folyamatadt hdterjedés esetén, ha a fenti
hatarfeltételek helyett a hatarokon allandé hémérséklet van.

A grafikus megoldas:

P7. Oldjuk meg az istacioner hévezetés egyenletét a Heat_exp.m (el6relépé
explicit Euler mddszer) MATLAB fliggvény segitségével. A megoldandd
egyenlet:
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2
aa U()z(’t) _ ou(x.t) : ahol a=i:0'1'
ox ot pe

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:

0<x<x;,=1 0<t<T=16
u(0,t)=sint; u(Lt)=cost

A megoldas menete:

>> itO=inline('0’,'x');

>> bx0=inline('sin(t)','t");

>> bxf=inline('cos(t)','t");

>> [u,x,t]=heat_exp(0.1,1,1.6,it0,bx0,bxf,10,5);
>> mesh(u)

A grafikus megoldas:

Nézzik meg a megoldast egy rud esetén, amelynek két végét dllandd
hémérsékleten tartjuk (Felsé abra), valamint prébaljuk ki, mi torténik, ha
ugy noveljik a szamitds pontossagat, hogy csak a térbeli felbontast
finomitjuk (Ax-et), de az idébelit (At-t) nem (alsé d&bra). Az alsé abran
lathatd, hogy megsértjik a stabilitasi feltételt (r<1/2), és ezaltal helytelen
eredményre jutunk.
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A grafikus megoldasok:

P8. Oldjuk meg az istacioner 1D-s hévezetés egyenletét az imp.m (hatralépé

implicit Euler moddszer) MATLAB fliggvény segitségével. A megoldandé
egyenlet:

2
ox ot pe

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:

0<x<x;,=1 0<t<T=16
u(0,t)=sint; u(Lt)=cost

193



A megoldas menete:

>> it0=inline('0','x');

>> bx0=inline('sin(t)','t');

>> bxf=inline('cos(t)','t');

>> [u,x,t]=heat_imp(0.1,1,1.6,it0,bx0,bxf,5,5);
>> mesh(u)

A grafikus megoldas:

-
\/1_6

0 1

A megoldas természetesen megegyezik a P5 példaban kapott megoldassal, a
kilonbség viszont az, hogy a hatralépd implicit Euler modszert alkalmazé
imp.m flggvénnyel a fenti megoldast akar egy iteracids l|épésben is
megkapjuk és a mdédszer mindig stabil, azaz akarmeddig finomithatjuk a Ax
térbeli felosztast At id6beli felosztas valtozatlanul hagyasa mellett!

P9. Oldjuk meg az istacioner 1D-s hévezetés egyenletét a CN.m (Crank-
Nicolson mdodszer) MATLAB fliggvény segitségével. A megoldandd egyenlet:
a82u(x,t) _ou(xt) A

> ;ahola=——=0.1.
OX ot p-C

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:
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0<x<x,=1 0<t<T=16
u(0,t)=sint; u(Lt)=cost
A megoldas menete:

>> itO=inline('0’,'x');

>> bx0=inline('sin(t)",'t");

>> bxf=inline('cos(t)','t");

>> [u,x,t]=heat_CN(0.1,1,1.6,it0,bx0,bxf,5,5);
>> mesh(u)

A grafikus megoldas:
05
16
X t

0 1

A megoldas természetesen itt is megegyezik a P5 és P6 feladatokban
kapottakkal. A kiloénbség az, hogy ha 6sszehasonlitjuk az imp.m és a CN.m
mikddését, lathatjuk, hogy a CN.m sokkal egyszer(ibb! Ezenfelll, még az
implicit mddszer el6nyds stabilitasi tulajdonsagaval is rendelkezik!

P10. Oldjuk meg az istacioner 2D-s hdévezetés egyenletét az ADL.m
(Alternating Direction Implicit mdédszer) MATLAB fliggvény segitségével. A
megoldandd egyenlet:

2 2
a GU(x,zy,t)+8 U(x,zy,t) _uxy ) a=t o1
X oy ot p-c
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alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:

(%, 1) =b,o () =1 u(x,,y,t)=b,(y.0)=1 0<t<T=1
U(X Yoo t) =bo(x, ) =L u(x y,.t)=b, (x,t)=1

A megoldas menete:

>> it0 = inline('0','x",'y');

>> bxyt = inline('1','x','y",'t');

>> [u,x,y,t] = heat2_ADI(0.1,[0 1 0 1],1,it0,bxyt,10,10,10);
>> mesh(x,y,u);

A grafikus megoldas:

P11. Oldjuk meg a két végén befogott rezgd hur egyenletét Wave.m (explicit
centralis formula) MATLAB fliggvény segitségével. A megoldandé egyenlet:

o’u(x,t) _ d’u(x,t)
ox’ o’

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:
ou )

E(X,O)=0; u(x,0)=x—-x 0<t<T =2
u@t)=0; u(0,t)=0; 0<x<1
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A megoldas menete:

>> it0 = inline('x.*(1-x)','x');

>>i1t0 = inline('0");

>> bx0t = inline('0");

>> bxft = inline('0");

>> [u,x,t] = wave(1,1,2,it0,i1t0,bx0t,bxft,30,70);
>> mesh(t,x,u)

A grafikus megoldas:

0.4
0.2+
0\
0.2
0.4~
1
2
05 1 15
X 05
0 o t

P12. Oldjuk meg a befogott rezg6 membran egyenletét wave2.m (explicit
centralis formula) MATLAB fliggvény segitségével. A megoldandd egyenlet:

2 2 2
NE u(x,zy,t) L0 u(X,Zy,t) _0 U(X;y,t) - ahol A=0.25.
x oy ot

alkalmazzuk a kovetkezd hatarfeltételeket:

ou/ot(x,y,0)=0; u(x,y,0)=0.1sin(zx)sin(zy)
u(0,y,t)=0; u(x,0,t)=0; u(2,y,t)=0; u(x,2t)=0
0<x<2; 0<y<2; 0Lt<T=1
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A megoldas menete:

>> it0 = inline('0.1*sin(pi*x)*sin(pi*y)’,'x",'y');

>>i1t0 = inline('0','x",'y");

>> bxyt = inline('0','x','y",'t');

>> [u,x,y,t] = wave2(0.25,D,1,it0,i1t0,bxyt,40,40,100);
>> mesh(x,y,u)

A grafikus megoldas:

P13. Oldjuk meg a P4 példat (stacioner hévezetés egyenletét a Poisson.m

MATLAB fliggvény segitségével), Neumann tipusu hatdrfeltételek esetére. A
megoldandd egyenlet:

Fu(y) |, Fuxy) _

8X2 ayZ 0

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:

u(x,0)=0; w =-1
X x=x0

u(x,4)=0; u(4,y)=0
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Az eredeti megoldas kiegészitése:

%a mag:
for itr=1:Maxlter
%neumann hatarfeltétel:
for i=2:My
u(i,1)=2*ry*u(i,2)+rx*(u(i+1,1)+u(i-1,1))...
+rxy*(G(i,1)*u(i,1)-F(i,1)-2*bx0d(y(i))/dx);
end;

A grafikus megoldas:

15

Hasonlitsuk 6ssze a fenti megoldast a P4 feladatban kapott eredményekkel!
A teljes algoritmust 1asd: |asd: poisson_neum.m fileban.

P14. Oldjuk meg a stacioner hévezetés egyenletét a Heat_imp.m MATLAB
fliggvény segitségével, Neumann tipusu hatdarfeltételek esetére. A
megoldandd egyenlet:

2 2
culxy)  uxy) g
OX oy

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:
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ou
—| =b'(t)=-1
x|, . ®

Az eredeti megoldas kiegészitése:

fork=2:N+1
b = [u(1,k-1)-r*bx0dt(k)*dx; zeros(M - 2,1); ...
u(M,k-1)+r*u(M + 1,k)] + u(1:M,k - 1);
u(1:M,k) = trid(A,b);
end;

A grafikus megoldas:

A teljes algoritmust lasd: heat_imp_neum.m

P15. Oldjuk meg a stacioner hGvezetés egyenletét a heat CN.m MATLAB
fliggvény segitségével, Neumann tipusu hatdrfeltételek esetére. A

megoldandd egyenlet:

2 2
0 U(XZ' y) 0 U(x2, ) o
OX oy

alkalmazzuk a kovetkez6 hatarfeltételeket:
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au =b'(t) =1
8X x=xf

Az eredeti megoldas kiegészitése:

fork=2:N+1

b =[r*u(1,k); zeros(M - 2,1); 2*r*bxfdt(k)] +... r*(u(1:M,k - 1) + u(2:M +
1,k-1)) +... rl*u(2:M+1,k- 1);

u(2:M+1,k) = trid(A,b);
end;

A grafikus megoldas:

0.5+

0 0

A teljes algoritmust 1asd: [dsd: heat CN_neum.m.
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